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1. Матриці. 
Основні поняття. Дії над 
матрицями. Транспону-
вання матриць. 






2. Визначники. № 2. 2. Визначники. 
3 
3. Невироджені матриці. 
Основні поняття. Обер-





3. Невироджені матриці. 
4 
4. Системи лінійних рів-
нянь. 
Розв’язання невиродже-
них лінійних систем. 
Розв’язання довільних лі-
нійних систем. 




Модульний контроль І. 
 
 
Модуль ІІ. Векторна алгебра. 
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5. Вектори.  
Лінійні операції над век-
торами. Розклад векто-
ра за базисом. Лінійні 
операції над векторами в 
координатній формі. 









6. Добутки векторів. 
№ 6. 
Модульний контроль ІІ 
 Модуль ІІІ. Площина. Пряма в просторі і на площині. Лінії другого порядку. 
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7. Лінії на площині. По-
верхні і лінії в просторі. 
7. Лінії на площині. 
Поверхні і лінії в 
просторі. 
 7. Лінії на площині. По-
верхні і лінії в просторі. 
8 
8. Площина. Пряма в 
просторі і на площині. 
Загальні рівняння площи-
ни і прямої на площині. 
Канонічні і параметрич-
ні рівняння прямої. Рів-
няння прямої з кутовим 
коефіцієнтом. Рівняння 
прямої, що проходить 
через дві точки. Рівняння 
площини, що проходить 
через три точки. Кут 
між площинами, кут 
між прямими, кут між 
прямою і площиною. Від-
стань від точки до пло-
щини і від точки до пря-
мої на площині. 
8. Площина. Пряма в 




8. Площина. Пряма в 
просторі і на площині. 
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9. Лінії другого порядку. 
Еліпс. Гіпербола. Пара-
бола. Еліпс, гіпербола, 
парабола з осями, пара-
лельними осям коорди-
нат. 
9. Лінії другого по-
рядку. 
№ 9. 
Модульний контроль ІІІ 
 
Розділ I. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 
Лекція 1 
§1. МАТРИЦІ 
1.1. Основні поняття 
Матрицею (числовою матрицею) називається прямокутна таблиця скла-
























































або, скорочено, ),1,,1()( njmiaA ij , де mi  ..., ,2 ,1  – номер рядка, 
nj  ..., ,2 ,1  – номер стовпця. 
Матрицю А називають матрицею розміру nm  і записують nmA . Числа ija , 










що містить один стовпчик називається матрицею-стовпцем. 
Матриця )( 11211 naaaA  , що містить один рядок, називається мат-
рицею-рядком. 
Матриця розміру 11 , що складається з одного числа, ототожнюється з цим 
числом. 
Матриці рівні між собою, якщо рівні всі відповідні елементи цих матриць, 
тобто BA , якщо ijij ba , де njmi  ,1,  ,1 . 
Матриця, у якої число рядків дорівнює числу стовпців, називається квад-
ратною. Квадратну матрицю розміру nn  називають матрицею n -го порядку. 
Елементи nnaaa ,,, 2211   квадратної матриці утворюють головну діагональ. 
Квадратна матриця, у якої всі елементи, що не лежать на головній діагоналі, 
рівні нулю, називається діагональною. 
Діагональна матриця, у якої всі елементи головної діагоналі рівні одиниці, 









 – одинична матриця n -го порядку. 
Квадратна матриця називається трикутною, якщо всі елементи, що розта-
шовані по одну сторону від головної діагоналі, рівні нулю. 


















де rraaa ,...,, 2211  відмінні від нуля. 










В матричному численні матриці О і Е відіграють роль чисел 0 і 1 в арифме-
тиці. 
 
1.2. Дії над матрицями 
Додавання. Дія додавання матриць вводиться тільки для матриць однако-
вих розмірів. 
Сумою двох матриць )( ijnm aA  і )( ijnm bB  називається матриця 
)( ijnm cC  така, що ijijij bac , де njmi  ,1,  ,1 . 
Сума трьох матриць CBA  – це матриця, яка отримується послідовним 
додаванням даних матриць, тобто CBACBA )( . 
Аналогічно визначається nAAA ...21  для 3n . 














BA .  
Множення матриці на число. Добутком матриці )( ijnm aA  на число  
(або числа  на матрицю nmA ) називається матриця )( ijnm bB  така, що 
) ,1,  ,1( njmiab ijij . 
Добуток матриці A  на число  позначається A  або A . 








2A .  
Матриця AA1  називається протилежною до матриці A . 
Різницю матриць BA  можна визначити як )( BABA . 
Операції додавання матриць і множення матриці на число називають ліній-
ними операціями над матрицями і мають наступні властивості: 
1. ABBA ; 
2. CBACBA )()( ; 
3. AOA ; 
4. OAA ; 
5. AA1 ; 
6. AAA)( ; 
7. BABA )( ; 
8. AA )()( , 
де А, В, С, О – матриці, ,  – числа. 
Множення матриць. Операція множення двох матриць вводиться тільки 
для випадку, коли число стовпців першої матриці рівне числу рядків другої мат-
риці. Такі матриці називаються узгодженими. 
Добутком матриці )( ijnm aA  на матрицю )( ijpn bB  називається мат-
риця )( ikpm cC  така, що nkinkikiik bababac ...2211 , де pkmi  ,1,  ,1 , тобто 
елемент і-го рядка і k -го стовпчика матриці C  дорівнює сумі добутків елементів 
і-го рядка матриці A  на відповідні елементи k -го стовпчика матриці B . 















Якщо А і В квадратні матриці одного порядку, то добутки АВ і ВА завжди 
існують. Якщо BAAB , то матриці А і В називаються перестановочними. 
Якщо матриця A  узгоджена з матрицею B , а матриця B  узгоджена з мат-
рицею C , то під добутком ABC  трьох матриць розуміємо матрицю, отриману по-
слідовним множенням даних матриць, тобто – CAB)( . 
Операція множення матриць має властивості: 
1. AAEEA ;  
2. OAOOA ; 
3. )()( BCACAB ; 
4. )()()( BABAAB ; 
5. BCACCBA )( ; 
6. CBCABAC )( , 
де А, В, С – матриці, OE,  – одинична та нульова матриці відповідно,  – число. 
Елементарні перетворення матриць. Елементарними перетвореннями ма-
триць є наступні перетворення: 
1) множення деякого рядка або стовпця матриці на число відмінне від нуля; 
2) додавання до одного рядка або стовпця матриці іншого рядка або стовпця, 
помноженого на довільне число; 
3) перестановка місцями двох рядків або стовпців матриці. 
Дві матриці A  і B  називаються еквівалентними, якщо одна з них отриму-
ється з іншої за допомогою елементарних перетворень і позначаються  BA ~ . 
 
1.3. Транспонування матриць 
Матриця, отримана з даної заміною кожного її рядка (стовпчика) стовпчи-
ком (рядком) з тим же номером, називається транспонованою до даної. 
Матрицю, транспоновану до матриці A , позначають TA . 
Операція знаходження матриці, транспонованої до даної, називається тран-
спонуванням матриці. 
Якщо A  – матриця розмірів nm , то TA  має розміри mn . 
Справедливі наступні властивості: 
1. AA TT )( ; 
2. TT AA)( ; 
3. TTT BABA )( , де A  і B  – матриці однакових розмірів; 
4. TTT ABAB)( , де матриця A  узгоджена з матрицею B . 









TA .  
 
Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
1.1. Що називається матрицею розмірів nm ? 
1.2. Які матриці називаються рівними? 
1.3. Яка матриця називається квадратною? 
1.4. Яка матриця називається діагональною? 
1.5. Яка матриця називається одиничною? 
1.6. Яка матриця називається трикутною? 
1.7. Яка матриця називається трапецієвидною? 
1.8. Яка матриця називається нульовою? 
1.9. Які дії над матрицями називаються лінійними? 
1.10. Які властивості лінійних операцій над матрицями? 
1.11. Які матриці називаються узгодженими? 
1.12. Що називається добутком матриці А на матрицю В? 
1.13. Які властивості добутку матриць? 
1.14. Які перетворення матриць називають елементарними? 
1.15. Яка матриця називається транспонованою до даної? 
1.16. Які властивості має операція транспонування матриці? 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  









;   в) 
516
39
;   г) 7 . 








































9876 AAAA  
є: а) діагональними; б) одиничними; в) трикутними; г) трапецієвидними? 





































































































2)(3 EBAAB T . 






















2.1. Основні поняття 
Квадратній матриці А порядку п можна поставити у відповідність число, яке 
називається її визначником або детермінантом і позначається Adet  або A , або 
 та обчислюється наступним чином: 
1. 1n ,  11aA : 
11det aA . 






























.112332331221132231 aaaaaaaaa  
Для обчислення визначника 3-го порядку зручно користуватися правилом 
трикутників, яке можна зобразити схематично: 
Правило обчислення визначника для матриці порядку 3n  є досить склад-
ним для сприйняття і застосування. Проте відомі методи, що дають можливість 
обчислити визначники високих порядків на основі визначників низьких порядків. 
Деякі з них розглянемо далі. 








det A .  










det A  
90542484045 .  
 
2.2. Властивості визначників 
Сформулюємо основні властивості визначників, які справедливі для визна-
чників всіх порядків. Деякі з них пояснимо на визначниках 3-го порядку. 













112332331221132231 aaaaaaaaa Adet . 










.0000 233233212231 aaaaaa  
3. Якщо елементи деякого рядка (стовпчика) визначника мають спільний 
































5. Якщо визначник має два однакові рядки (стовпчики), то він рівний нулю. 
Дійсно, міняючи місцями однакові рядки (стовпчики) і враховуючи власти-
вість 4, отримаємо 0detdet AA . 
6. Якщо визначник має два пропорційні рядки (стовпчики), то він рівний нулю. 
Дійсно, якщо винести коефіцієнт пропорційності  за знак визначника, то 
отримаємо визначник з двома однаковими рядками (стовпчиками). 
7. Визначник, у якого кожний елемент деякого рядка (стовпчика) є сумою двох 
доданків, рівний сумі двох визначників, у першого з яких у вказаному рядку 
(стовпчику) стоять перші доданки, а в другому – другі доданки, інші рядки 














































8. Якщо матриця В отримана з матриці А додаванням до деякого рядка (сто-
впчика) іншого рядка (стовпчика), помноженого на число , то 
AB detdet . 
Ця властивість випливає з властивостей 6, 7. 
Подальші властивості визначників пов’язані з поняттями мінору та алгебра-
їчного доповнення. 
Мінором елемента ija  матриці n -го порядку називається визначник п-1-го 
порядку, отриманий з початкового шляхом викреслювання i -го рядка і j -го стов-
пчика (на перетині яких знаходиться вибраний елемент). Позначається ijM . 

























ij MA )1( , 
тобто його мінор, взятий із знаком "" , якщо сума ji  – парне число, та із знаком 
"" , якщо сума ji  непарна. 
Так, наприклад, 1111 MA ,  1212 MA . 
9. Розклад визначника за елементами деякого рядка або стовпчика. Визна-
чник дорівнює сумі добутків елементів деякого рядка (стовпчика) на алгеб-
раїчні доповнення цих елементів: 
11det ii AaA 22 ii Aa …+ ininAa , 
де і – номер фіксованого рядка, ni1 , або 
jj AaA 11det jj Aa 22 …+ njnj Aa , 
де j  – номер фіксованого стовпчика, nj1 . 
Проілюструємо і доведемо властивість 9 на прикладі визначника 3-го по-



























3321122332332211 ()( aaaaaaaa )() 22313221132331 aaaaaaa = 
332112233211332211 aaaaaaaaa 223113322113233112 aaaaaaaaa Adet . 
10. Сума добутків елементів деякого рядка (стовпчика) на алгебраїчні допов-
нення відповідних елементів іншого рядка (стовпчика) рівна нулю. 






































11. Визначник трикутної матриці (або визначник трикутного вигляду) дорів-

















































Продовжуючи цей процес, отримаємо nnaaaaA ...det 332211 . 





















Властивість 9 – розклад визначника за елементами деякого рядка або стовп-
чика – дозволяє звести обчислення визначників n -го порядку до обчислення n  
визначників 1n -го порядку. 
Використовуючи властивості визначників, можна перетворити визначник 
n -го порядку так, щоб всі елементи деякого рядка або стовпця, крім можливо од-
ного, дорівнювали нулю. Таким чином, обчислення визначника n -го порядку, 
якщо він відмінний від нуля, зводиться  до обчислення  визначника 1n -го по-
рядку. 





розклавши його за елементами деякого рядка або стовпчика. 
Розв’язок. Для розкладу визначника зазвичай вибирають той рядок або стовпчик, 
де є нульові елементи, так як відповідні їм доданки в розкладі будуть рівні нулю, 














22076144382483)1028(2)642(3 .  





використовуючи властивості визначників. 
Розв’язок. Приведемо визначник до трикутного вигляду: 
 
 
Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
2.1. Що називається визначником матриці 1-го порядку? 
2.2. Що називається визначником матриці 2-го порядку? 
2.3. Що називається визначником матриці 3-го порядку? 

































11   
2.5. Що називається мінором елемента ija  матриці n -го порядку? 
2.6. Що називається алгебраїчним доповненням елемента ija  матриці n -го 
порядку? 
2.7. Які є методи обчислення визначників n -го порядку? 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  


































а) за означенням (правило трикутника); 
б) розклавши за елементами рядка або стовпчика; 
в) звівши за допомогою властивостей до трикутного вигляду. 






Розв’язок. Використовуючи властивості визначників, зведемо обчислення  визна-










11A .  
 
Лекції 3–4 
§3. НЕВИРОДЖЕНІ МАТРИЦІ 
3.1. Основні поняття 
















Квадратна матриця називається невиродженою, якщо її визначник 0det A , 




































11 MA  
 
)5(  2  
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де ijA  – алгебраїчні доповнення елементів ija  матриці A , njmi  ,1,  ,1 . 
 
3.2. Обернена матриця 
Матриця 1A  називається оберненою до матриці A , якщо виконується 
умова 
EAAAA 11 .                                                   (3.1) 
Теорема 3.1. Будь-яка невироджена матриця має обернену. 


































































= EAdet , 
тобто 
EAAC det .                                                 (3.2) 
Аналогічно доводимо, що 
EACA det .                                                 (3.3) 









,  )0(det A . 






















.                         (3.4) 






)det( 1 ; 
2. 111)( ABAB ; 
3. 11 )()( TT AA . 





і, якщо існує, то знайти її. 















Отже, дана матриця невироджена, і 1A  існує. 
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3.3. Ранг матриці 
















Виділимо в ній k  рядків і k  стовпців )),min(( nmk . З елементів, що стоять 
на перетині виділених рядків і стовпців, складемо визначник k -го порядку. Всі 
такі визначники називаються мінорами даної матриці. (Відмітимо, що таких мі-
норів можна скласти kn
k





Ckn  – число сполучень з n  еле-
ментів по k ). 
Найбільший з порядків мінорів даної матриці, відмінних від нуля, назива-
ють рангом матриці і позначають AArr rang),(, . 
Очевидно, що ),min(0 nmr . 
Мінор, порядок якого визначає ранг, називається базисним. Позначатимемо 
його бM . У ненульової матриці може бути декілька базисних мінорів. 





і вказати базисні мінори. 
Розв’язок. Серед мінорів 1-го порядку (елементів матриці ) є відмінні від нуля, 





Отже, 2r . Всі мінори 3-го порядку рівні нулю. Таким чином, 2r . 








Відмітимо властивості рангу матриці: 
1. При транспонуванні матриці її ранг не змінюється. 
2. Якщо викреслити з матриці нульовий рядок або стовпчик, то її ранг не 
зміниться. 
3. Ранг матриці не змінюється при елементарних перетвореннях матриці. 
Неважко показати, що за допомогою елементарних перетворень будь-яку 

















де ,11b  ,12b  …, rrb  відмінні від нуля. 
Викреслимо в матриці В рядки, всі елементи яких рівні нулю. Ранг отрима-
ної матриці, що складається з r  рядків, рівний r , так як мінор порядку r , що сто-
їть у верхньому лівому куті, відмінний від нуля. Отже, і ранг матриці В рівний r  – 
кількості ненульових рядків. 
Так як матриця В отримана з матриці А шляхом елементарних перетворень, 
то ранг матриці А теж рівний r . 





Розв’язок. За допомогою елементарних перетворень зведемо дану матрицю до 
трапецієвидного вигляду: 
. 
Ранг отриманої матриці рівний трьом, а отже і ранг даної матриці рівний 
трьом.  
 
Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
3.1. Яка матриця називається невиродженою? 
3.2. Яка матриця називається союзною? 
3.3. Яка матриця називається оберненою? 
3.4. Для якої матриці існує обернена? 
3.5. Запишіть формулу, за якою знаходиться обернена матриця. 
3.6. Які властивості оберненої матриці? 





























3.8. Що називається рангом матриці? 
3.9. Що називається базисним мінором матриці? 
3.10. Як знайти ранг матриці за допомогою елементарних перетворень? 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  
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§4. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 
4.1. Основні поняття 















                                       (4.1) 
де числа ija , njmi  ,1,  ,1 , називаються коефіцієнтами системи, числа ib  – ві-

















складена з коефіцієнтів при невідомих системи (4.1), називається матрицею або 






















отримана з матриці A  дописуванням стовпця з вільних членів, називається роз-
ширеною матрицею системи. 
Систему (4.1) зручно записувати в матричній формі: 
BAX , 
















 – матриця-стовпчик з вільних членів ib . 
Добуток матриць AX  визначений, так як матриця A  узгоджена з матрицею 
X . 
Впорядкована система чисел )...,,,( 21 nccc  називається розв’язком системи 
(4.1), якщо кожне з рівнянь системи перетворюється в правильну рівність після 
підстановки замість nxxx ...,,, 21  відповідних чисел nccc ...,,, 21 . 









Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має хоча б один 
розв’язок, і несумісною, якщо вона не має жодного розв’язку. 
Сумісна система називається визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок і 
невизначеною, якщо вона має більше одного розв’язку. В останньому випадку 
кожний її розв’язок називається частинним розв’язком системи. Сукупність 
всіх частинних розв’язків системи називається загальним розв’язком. 
Розв’язати систему – означає вияснити, сумісна вона чи несумісна, і у ви-
падку сумісності знайти її загальний розв’язок. 
Дві системи називаються еквівалентними (рівносильними), якщо вони 
мають один і той же загальний розв’язок. 















                                         (4.2) 






є розв’язком системи. Цей розв’язок називається нульовим або тривіальним. 
Система (4.2), крім тривіального, може мати і інші розв’язки (нетривіальні). 
Елементарними перетвореннями системи назвемо наступні перетворен-
ня: 
1) множення деякого рівняння системи на число відмінне від нуля; 
2) додавання до одного рівняння системи іншого рівняння, помноженого на 
довільне число; 
3) перестановка місцями двох рівнянь системи. 
При елементарних перетвореннях системи відповідні елементарні перетво-
рення зручно виконувати над рядками розширеної матриці системи. 
 
4.2. Розв’язання невироджених лінійних систем 














                                       (4.3) 
або в матричній формі BAX . 

















називається визначником системи (4.3). 
Якщо визначник системи відмінний від нуля, то система називається неви-
родженою, в протилежному випадку – виродженою. 
Знайдемо розв’язок даної системи рівнянь у випадку, коли 0 . В цьому 
випадку для матриці А існує обернена матриця 1A . 
Помножимо обидві частини рівняння BAX  зліва на матрицю 1A , отри-
маємо BAAXA 11 . Оскільки EAA 1  і XEX , то 
BAX 1 .                                                        (4.4) 
Знаходження розв’язку системи за формулою (4.4) називають матричним 
способом розв’язку системи. 













































































за елементами першого стовпчика. Визначник 1 отримується з визначника  
шляхом заміни першого стовпчика стовпчиком вільних членів. 
Таким чином, 11x . 
Аналогічно: 22x , де 2  – отриманий з  шляхом заміни другого стовп-





jx , nj ,1                                                 (4.5) 
називаються формулами Крамера. 
Таким чином, невироджена система п лінійних рівнянь з п невідомими має 
єдиний розв’язок, який може бути знайденим матричним способом (4.4) або за 
формулами Крамера (4.5). 











а) матричним способом; б) за формулами Крамера. 
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б) За формулами (4.5) 11x ;  
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4.3. Розв’язання довільних лінійних систем. Теорема Кронекера-Капеллі 















Відповідь на питання щодо сумісності цієї системи дає терема Кронекера-
Капеллі: 
Теорема 4.1. Система лінійних алгебраїчних рівнянь сумісна тоді і тільки 
тоді, коли ранг розширеної матриці системи рівний рангу основної матриці. 
Приймемо її без доведення. 
Правила знаходження всіх розв’язків сумісної системи лінійних рівнянь ви-
пливають з наступних теорем: 
Теорема 4.2. Якщо ранг сумісної системи рівний кількості невідомих, то 
система має єдиний розв’язок. 
Теорема 4.3. Якщо ранг сумісної системи менший кількості невідомих, то 
система має безліч розв’язків. 
Правило розв’язання довільних лінійних систем. 
1. Знайти ранги основної і розширеної матриць системи. Якщо 
AA




~ , то система сумісна. Знайти базисний мінор порядку r . 
Взяти r  рівнянь, з коефіцієнтів яких складений базисний мінор (інші рів-
няння відкинути). Невідомі, коефіцієнти при яких входять в базисний мі-
нор, називають базисними або основними і залишають зліва, а інші rn  
невідомих називають вільними або неосновними і переносять в праві час-
тини рівнянь. 
3. Виразити базисні невідомі через вільні. Отримаємо загальний розв’язок 
системи. 
4. Надаючи вільним невідомим довільних значень, отримаємо відповідні 
значення базисних невідомих. Таким чином можна знайти частинні 
розв’язки системи рівнянь. 
 
4.4. Розв’язання лінійних систем методом Гауса 
Універсальним методом розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь є 
метод Гауса, який полягає в послідовному виключенні змінних. 














                                      (4.6) 
Процес розв’язання за методом Гауса складається з двох етапів. На першо-
му етапі (прямий хід) система зводиться до ступінчастого (зокрема, до трикутно-
го) вигляду. 














де kiank ii ,1,0, . 
На другому етапі (обернений хід ) йде послідовне знаходження невідомих з 
цієї ступінчастої системи. 
Опишемо метод Гауса детальніше. 
Прямий хід. 
Вважатимемо, що елемент 011a  (якщо 011a , то першим в системі запи-
шемо рівняння, в якому коефіцієнт при 1x  відмінний від нуля ). 
Перетворимо систему (4.6), виключивши невідому 1x  з усіх рівнянь, крім 
першого, використовуючи елементарні перетворення системи. Для цього помно-





 і додамо почленно до другого рі-





























де ,,2,,, )1()1( mjiba iij  – нові значення коефіцієнтів і вільних членів, які отриму-
ються після першого кроку. 
Аналогічно, вважаючи 0)1(22a , виключаємо невідому 2x  з усіх рівнянь сис-
теми, крім першого і другого, і так далі. Продовжуємо цей процес поки це можли-
во. 
Якщо в процесі приведення системи (4.6) до ступінчастого вигляду 
з’являться нульові рівняння, тобто рівняння вигляду 00 , то їх відкидаємо. Якщо 
ж з’являться рівняння вигляду 0,0 ii bb , то система несумісна. 
Обернений хід. 
Розв’язуємо ступінчасту систему, яка, взагалі, має безліч розв’язків. В 
останньому рівнянні цієї системи виражаємо першу невідому kx  через інші неві-
домі nk xx ,...,1 . Потім підставляємо значення kx  в передостаннє рівняння системи 
і виражаємо невідому 1kx  через невідомі nk xx ,...,1 ; потім знаходимо 12,..., xxk . 
Надаючи вільним невідомим nk xx ,...,1  довільних значень, отримаємо безліч 
розв’язків системи. 
Зауваження. 
1. Якщо ступінчаста система виявиться трикутною, тобто nk , то початкова 
система має єдиний розв’язок. З останнього рівняння знаходимо nx , з передос-
таннього рівняння 1nx , далі, піднімаючись по системі вверх, знаходимо всі інші 
невідомі 12,..., xxn . 
2. На практиці зручно замість перетворень системи виконувати елементарні 
перетворення над рядками розширеної матриці системи, тобто приводити її до 
трапецієвидного вигляду. Зручно, щоб коефіцієнт 11a  дорівнював 1 або 1 (пере-








Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
4.1. Яка система називається лінійною? 
4.2. Що називається основною матрицею і розширеною матрицею сис-
теми т лінійних рівнянь з п невідомими? 
4.3. Що називається розв’язком системи т лінійних рівнянь з п невідоми-
ми? 
4.4. Яка система лінійних рівнянь називається сумісною і яка – несуміс-
ною? 
4.5. Яка система лінійних рівнянь називається визначеною і яка – неви-
значеною? 
4.6. Які системи називаються еквівалентними? 
4.7. Яка система лінійних рівнянь називається однорідною? 
4.8. Які перетворення системи називають елементарними? 
4.9. Яка система лінійних рівнянь називається невиродженою і яка – ви-
родженою? 
4.10. Скільки розв’язків має невироджена система? 
4.11. Запишіть в матричному вигляді розв’язок невиродженої системи 
BAX . 
4.12. Запишіть формули Крамера. 
4.13. Сформулюйте теорему Кронекера-Капеллі. 
4.14. В якому випадку система лінійних рівнянь має єдиний розв’язок? 
4.15. В якому випадку система лінійних рівнянь має безліч розв’язків? 
4.16. Яке правило розв’язання довільних лінійних систем? 
4.17. В чому полягає  метод Гауса? 
 З а д а ч і  т а  в п р а в и  
































Розв’язок. Знаходимо ранги основної та розширеної матриць системи: 
 
Отримали 2Ar 3~Ar . Так як Ar Ar~ , то система несумісна.  












































 Отримали Ar 2~ rrA . Отже, система сумісна. 
Кількість невідомих – 3n . 
Так як nr , то система має безліч розв’язків. 





Тоді базисними будуть невідомі 21, xx , а 3x  – вільна. 
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Розв’язок. Знаходимо ранги основної та розширеної матриць системи: 
 
Отримали Ar 3~ rrA . Отже, система сумісна. 
Кількість невідомих – 3n . 
















































































X .  















Прямий хід. За допомогою елементарних перетворень зведемо розширену 
матрицю системи до трапецієвидного вигляду: 
































X .  
 








































5.1. Основні поняття 
Вектор – це направлений відрізок, тобто відрізок, який має певну довжину і 
певний напрямок. Якщо А – початок вектора, а В – його кінець, то вектор позна-
чають AB . Часто вектор позначають однією буквою a . Вектор BA  називають 
протилежним до вектора AB . Вектор протилежний до вектора a  позначають 
a . 
Довжиною або модулем вектора AB  називається довжина відрізка, на 
якому побудований вектор, і позначається AB  або a . 
Вектор, довжина якого рівна нулю, називається нульовим і позначається 0 . 
Нульовий вектор напрямку не має. 
Вектор, довжина якого рівна одиниці, називається одиничним і позначаєть-
ся e . Одиничний вектор, напрямок якого співпадає з напрямком вектора a , нази-
вається ортом вектора a  і позначається 0a . 
Вектори a  і b  називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній пря-
мій або на паралельних прямих. Позначають ba . Колінеарні вектори можуть 
бути направлені однаково або протилежно. Нульовий вектор вважають колінеар-
ним будь-якому вектору. 
За кут між векторами a  і b  приймають кут, величина якого не перевищує 
 і позначають ),( ba  (рис. 5.1): 
 
Два вектори називаються ортогональними, якщо кут між ними рівний 2/ . 
Вектори a  і b  називаються рівними, якщо вони колінеарні, однаково на-
a  
b  
 Рис. 5.1 
правлені і їх довжини рівні. Позначають ba . 
З означення рівності векторів випливає, що вектор можна переносити пара-
лельно самому собі, а початок вектора розміщувати в будь-якій точці простору. 
Всі рівні вектори називаються вільним вектором. 
Три вектори в просторі називаються компланарними, якщо вони лежать в 
одній площині або в паралельних площинах. Якщо серед трьох векторів хоча б 
один нульовий або два колінеарні, то такі вектори компланарні. 
 
5.2. Лінійні операції над векторами 
Лінійними операціями над векторами називають додавання і множення 
векторів на число. 
Нехай ABa  і BCb  – два довільні вектори (рис. 5.2). Тоді вектор 
ACc  називається сумою векторів a  і b  та позначається ba . Це правило до-
давання векторів називають правилом трикутника. 
 
Суму двох векторів можна знайти і за правилом паралелограма (рис. 5.3). 
 
Під сумою cba  трьох векторів розуміють вектор, отриманий послідов-
a  b  a  
b  
 О 
 Рис. 5.3 
bac  






 Рис. 5.2 
ним додаванням даних векторів: cbacba )( . 
Аналогічно визначається сума п векторів. 
Різницею ba  векторів a  і b  називається вектор, рівний сумі векторів a  і 
b : )( baba . 
Відмітимо, що в паралелограмі, побудованому на векторах a  і b , одна на-
правлена діагональ є їх сумою, а інша – різницею (рис. 5.4). 
 
Добутком вектора a  на число  називається вектор a  або a , довжина 
якого рівна a , має напрямок вектора a , якщо 0  і протилежно направле-
ний, якщо 0 . 
З означення добутку вектора на число випливають властивості цього до-
бутку: 
1) якщо ab , то ba  і навпаки, якщо ba  )0(a , то при деякому  вір-
на рівність ab ; 
2) 
0aaa , тобто кожний вектор рівний добутку його модуля на орт. 
Властивості лінійних операцій над векторами: 
1. abba ; 
2. )()( cbacba ; 
3. aa 2121 )( ; 
4. aaa 2121 )( ; 
5. baba )( . 
a  b  a  
b  
 О 
 Рис. 5.4 
ba  
ba  
Ці властивості дозволяють проводити перетворення в лінійних операціях 
над векторами так, як це робиться в алгебрі: доданки міняти місцями, вводити 
дужки, групувати, виносити за дужки як скалярні, так і векторні множники. 
5.3. Розклад вектора за базисом 
Нехай дано вектори 
naaa ,,, 21  . 
Вектор 
nnaaa ...2211 , 
де 
n,,, 21   – числа, 
називається лінійною комбінацією векторів 
naaa ,,, 21  , а числа n,,, 21   – 
коефіцієнтами цієї комбінації. 
Якщо вектор a  представлений у вигляді лінійної комбінації векторів 
naaa ,,, 21  , тобто nnaaaa ...2211 , то кажуть, що вектор a  розкладе-
ний за векторами naaa ,,, 21  . 
Базисом на площині назвемо два ненульових, неколінеарних вектори 21, ee  
цієї площини, взятих в певному порядку. 
Нехай на площині заданий базис 21, ee . Доведемо, що будь-який вектор a  
цієї площини можна єдиним чином розкласти за базисними векторами 21, ee . 
Розглянемо можливі випадки: 
1) Вектор a  колінеарний одному з базисних векторів, наприклад, 1e . Тоді за 
властивостями добутку вектора на число існує таке число 1 , що 11ea  або 











2) Вектор a  не колінеарний ні одному з базисних векторів. Зобразимо три 
вектори OMe1 , ONe2 , OAa  (рис. 5.5). Очевидно, що OAa  єдиним чи-
ном можна представити у вигляді BAOBOA , де OB  і BA  колінеарні відповід-
но векторам 
21, ee , а отже існують такі числа 1  і 2 , що 11eOB , 22 eBA  і 





 розкладу (5.1) називаються координатами вектора a  
в базисі 
21, ee  і записують a ( 1, 2 ). 
Таким чином, кожному вектору на площині в заданому базисі відповідає 
єдина пара чисел, взятих в певному порядку, і навпаки, кожній парі чисел, взятих 
в певному порядку, відповідає в заданому базисі єдиний вектор на площині. 
Базисом в просторі назвемо три некомпланарних вектори, взятих в певно-
му порядку. 
Нехай в просторі заданий базис 321 ,, eee . Доведемо, що будь-який вектор a  
можна єдиним чином розкласти за базисними векторами 321 ,, eee . 
Розглянемо можливі випадки: 
1) Вектор a  і два базисних вектори, наприклад, 21, ee  компланарні. Як пока-
зано вище, 2211 eea  або 32211 0eeea . 
 
2) Вектор a  не компланарний з жодними двома з базисних векторів. Зобра-
зимо вектори OMe1 , ONe2 , OPe3 , OAa  (рис. 5.6). Очевидно, що 

















, що вектор CA  єдиним чином можна представити у вигляді 
33eCA , а 
2211 eeOC . Отже 







 розкладу (5.2) називаються координатами вектора 
a  в базисі 321 ,, eee  і записують a ( 1 , 2 , 3 ). 
Таким чином, кожному вектору простору в заданому базисі відповідає єди-
на трійка чисел, взятих в певному порядку, і навпаки, кожній трійці чисел, взятих 
в певному порядку, відповідає в заданому базисі єдиний вектор. 
Відмітимо, що всі координати нульового вектора рівні нулю. Якщо вектор 
0a , то 0321 . 
Базис називається ортонормованим, якщо базисні вектори одиничні і по-
парно ортогональні. 
 
5.4. Лінійні операції над векторами в координатній формі 
Нехай заданий базис 321 ,, eee  і вектори a ( 1 , 2 , 3 ), ),,( 321b  або, що 
те ж саме, 332211 eeea , 332211 eeeb . 
Сума векторів. Запишемо суму векторів 
)()( 332211332211 eeeeeeba  
або, згідно властивостям лінійних операцій над векторами, 
333222111 )()()( eeeba .                            (5.3) 
Таким чином, при додаванні векторів їх відповідні координати додаються. 
Добуток вектора на число. Помножимо вектор a  на число : 
)( 332211 eeea  
або 
332211 )()()( eeea .                                   (5.4) 
Тобто при множенні вектора на число координати вектора множаться на це 
число. 
Приклад 5.1. В базисі 
321 ,, eee  дано вектори 321 26 eeea , 321 34 eeeb . 
Знайти вектор bac 25 . 
Розв’язок. Згідно формулам (5.3), (5.4) 
)34(2)26(525 321321 eeeeeebac  
321321 11228)65()810()230( eeeeee . 
Відповідь: ).11,2,28(c   
Рівність векторів. З означення вектора як направленого відрізка, який мо-
жна переміщати в просторі паралельно самому собі, випливає, що два вектори a  








Колінеарність векторів. Вияснимо умови колінеарності векторів a  і b , за-
даних своїми координатами. 
Так як ba , то за властивостями добутку вектора на число можна записати 
ab , де  – деяке число, тобто 
332211332211 )()()( eeeaeeeb . 
Звідси 11 ,  22 ,  33 , тобто 
1
1 ,  
2
2 ,  
3






1 .                                                 (5.5) 
Таким чином, координати колінеарних векторів пропорційні. Справедливе і обер-
нене твердження: вектори, що мають пропорційні координати, колінеарні. 
Зауваження. Співвідношення (5.5) умовно записуватимемо і у випадку, ко-
ли серед чисел 1 , 2 , 3  є рівні нулю. 
Нехай на площині заданий базис 21, ee  і вектори ),( 21a , ),( 21b . В цьо-
му випадку мають місце формули, аналогічні формулам (5.3) – (5.5). 
Приклад 5.2. Перевірити, чи колінеарні вектори a  і b , задані в базисі 321 ,, eee : 
а) )1,3,2(a , )2,6,4(b ;   б) )5,0,4(a , )5,0,4(b . 


















Так як друга координата в обох векторів рівна нулю, то їх можна розглядати 
як вектори, задані на площині в базисі 






 і ba .  
Приклад 5.3. В базисі 21, ee  дано вектори 212 eea , 21 5eeb . Показати, що 
вектори ba ,  утворюють базис, і знайти координати вектора 21 196 eec  в базисі 
ba , . 







а отже вектори ba ,  неколінеарні і утворюють базис. 
В новому базисі ba ,  вектор c  можна представити у вигляді лінійної комбі-
нації 
bac 21 , 
де коефіцієнти 1, 2  – невідомі і є координатами вектора c  в базисі ba , . 















Розв’яжемо цю систему за формулами Крамера: 
1























Відповідь: )4,1(c .  
Приклад 5.4. В базисі 321 ,, eee  дано вектори 21 eea , 3212 eeeb , 
32 eec . Показати, що вектори cba ,,  утворюють базис, і знайти координати 
вектора 
321 58 eeed  в базисі cba ,, . 
Розв’язок. Якщо три вектори утворюють базис, то жоден з них не є лінійною ком-
бінацією двох інших. Тоді визначник, складений з координат цих векторів, від-
мінний від нуля, так як лінійні операції над векторами зводяться до відповідних 







Отже, вектори cba ,,  утворюють базис. 
В новому базисі cba ,,  вектор d  можна представити у вигляді лінійної 
комбінації 
cbad 321 , 
де коефіцієнти 
321 ,,  – невідомі і є координатами вектора d  в базисі cba ,, . 























Розв’яжемо цю систему за формулами Крамера: 
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1 ;  
2
2 ;  
3
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Відповідь: )4,1,3(d .  
 
5.5. Декартова прямокутна система координат 
Нехай в просторі дано точку О і ортонормований базис, який позначатиме-
мо kji ,, . 
Сукупність точки О і ортонормованого базису kji ,,  називається декарто-
вою прямокутною системою координат в просторі. Точку О називають почат-
ком координат. Вісь, що проходить через точку О і має напрямок вектора i , на-
зивається віссю Ox  або віссю абсцис; вісь, що проходить через точку О і має на-
прямок вектора j  – віссю Oy  або віссю ординат; вісь, що проходить через точку 
О і має напрямок вектора k  – віссю Oz  або віссю аплікат. Осі Ox , Oy , Oz  нази-
вають осями координат. Площини, що проходять через дві осі координат, нази-
вають координатними площинами. 
Декартову прямокутну систему координат позначають ),,,( kjiO  або Oxyz . 
 Радіус-вектором точки М назвемо вектор OM  (рис. 5.7). Нехай 
kzjyixOM , де ),,( zyx  – координати вектора OM  в базисі kji ,, , тобто йо-
го проекції на відповідні координатні осі, їх називають координатами точки М в 
системі ),,,( kjiO  і записують ),,( zyxM . Координата x  називається абсцисою, 
y  – ординатою, z  – аплікатою.  
Таким чином, кожній точці М в заданій декартовій прямокутній системі ко-
ординат в просторі відповідає єдина впорядкована трійка чисел, і навпаки, кожній 
впорядкованій трійці чисел в заданій декартовій прямокутній системі координат в 
просторі відповідає єдина точка. 
 
Знайдемо координати вектора AB , якщо відомі координати точок 
),,( 111 zyxA , ),,( 222 zyxB . Маємо (рис. 5.8): 
 О 
 Рис. 5.8 
 y 
 x 
 z  A 
 B 
 О 








OAOBAB )()( 111222 kzjyixkzjyix  
kzzjyyixx )()()( 121212 . 
Отже, координати вектора AB  рівні різницям відповідних координат його 
кінця і початку. 
Три некомпланарних вектори ABa , ACb , ADc , взятих у вказаному 
порядку, утворюють праву орієнтацію або праву трійку, якщо з кінця AD  пово-
рот від AB  до AC  по найкоротшому шляху видно проти ходу стрілки годинника 
(рис. 5.9). В протилежному випадку трійка векторів утворює ліву трійку.  
Якщо вектори cba ,,  утворюють праву (ліву) трійку, то, помінявши місця-
ми довільні два вектори, отримаємо ліву (праву ) трійку. 
Система координат називається правою, якщо її базисні вектори утворю-
ють праву трійку і лівою, якщо – ліву. 
Аналогічно визначається декартова прямокутна система координат на пло-
щині. 
 
5.6. Поділ відрізка в даному відношенні 
Розділити відрізок AB  у відношенні )1(  означає на прямій, що про-
ходить через точки А і В, знайти таку точку С, що CBAC . Якщо 0 , то точ-
ка С лежить на відрізку AB , якщо 0 , то точка С лежить за межами відрізка 
AB . 
В 







Нехай в системі координат Oxyz  дано точки ),,( 111 zyxA , ),,( 222 zyxB . Знай-
демо на прямій AB  координати точки ),,( zyxC , що ділить відрізок AB  у відно-
шенні . 
Розглянемо вектори ),,( 111 zzyyxxAC , ),,( 222 zzyyxxCB . Так як 
CBAC , то )( 21 xxxx ; )( 21 yyyy ; )( 21 zzzz . З цих рівнос-
тей отримаємо: 
1
21 xxx ;  
1
21 yyy ;  
1
21 zzz .                              (5.6) 
Зокрема, при 1 маємо координати середини відрізка: 
2
21 xxx ;  
2
21 yyy ;  
2
21 zzz .                                 (5.7) 
Аналогічно, якщо на площині дано точки ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , то координати 
точки ),( yxC , що ділить відрізок AB  у відношенні , визначаються за формула-
ми 
1
21 xxx ;  
1
21 yyy , 
а координати середини відрізка: 
2
21 xxx ;  
2
21 yyy . 




координати точки В, якщо )5,1,3(A . 




























звідки 2Bx ;  4By ;  0Bz . 
Відповідь: )0,4,2(B .  
Приклад 5.6. Довести, що чотирикутник з вершинами в точках )2,3(A , )6,1(B , 
)3,2(C , )1,2(D  є паралелограмом. 
Розв’язок. За ознакою паралелограма його діагоналі точкою перетину діляться 
пополам. Знайдемо координати середин відрізків AC  і BD  і якщо вони співпа-
дуть, то чотирикутник – паралелограм. 
Позначимо середину відрізка AC  через 1O  а середину відрізка BD  – через 





































Очевидно, що точка 1O  співпадає з точкою 2O , отже чотирикутник є пара-
лелограмом.  
 
Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
5.1. Що називається вектором? 
5.2. Який вектор називається ортом? 
5.3. Які два вектори називаються колінеарними? 
5.4. Які два вектори називаються рівними? 
5.5. Які вектори називаються вільними? 
5.6. Які вектори називаються компланарними? 
5.7. Які операції над векторами називають лінійними? 
5.8. Які властивості лінійних операцій над векторами? 
5.9. Що називається лінійною комбінацією векторів? 
5.10. Що називається базисом на площині? 
5.11. Що називається базисом в просторі? 
5.12. Що називається координатами вектора a  в базисі 321 ,, eee ? 
5.13. Який базис називається ортонормованим? 
5.14. Чому рівні координати суми векторів в даному базисі? 
5.15. Як визначаються координати при множенні вектора на число в даному 
базисі? 
5.16. Яка умова колінеарності двох ненульових векторів? 
5.17. Що називається декартовою прямокутною системою координат в 
просторі? 
5.18. Що називається координатами точки М в системі Oxyz ? 
5.19. Як визначаються координати вектора AB  в системі Oxyz ? 
5.20. Які три вектори утворюють праву трійку, а які – ліву? 
5.21. Що означає розділити відрізок AB  у відношенні )1( ? 
5.22. Чому рівні координати точки C , що ділить відрізок AB  у відношенні 
? 
5.23. Чому рівні координати середини відрізка? 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  
5.1. В базисі 321 ,, eee  дано вектори 321 3 eeea , 321 32 eeeb . Знайти 
вектор bac 64 . 
5.2. Перевірити, чи колінеарні вектори a  і b , задані в базисі 321 ,, eee : 
а) )1,4,1(a , )2,8,2(b ; 
б) )6,1,0(a , )18,3,0(b ; 
в) )0,4,5(a , )1,4,5(b . 
5.3. В базисі 321 ,, eee  дано вектори cba ,, . Перевірити чи утворюють вони 
базис: 
а) )3,0,2(a , )2,1,1(b , )1,6,4(c ; 
б) )1,4,2(a , )1,2,5(b , )1,4,2(c . 
5.4. В базисі 321 ,, eee  дано вектори 321 37 eeea , 321 452 eeeb , 
321 23 eeec . Показати, що вектори cba ,,  утворюють базис, і 
знайти координати вектора 
321 10143 eeed  в базисі cba ,, . 




нати точки А, якщо )1,8,2(B . 
5.6. Дано точки )1,2,1(A , )3,1,2(B , )5,0,3(C . Підібрати координати то-
чки D  так, щоб чотирикутник ABCD  був паралелограмом. 
 
Лекція 6 
§6. ДОБУТКИ ВЕКТОРІВ 
6.1. Скалярний добуток векторів 
Означення скалярного добутку. Скалярним добутком двох ненульових 
векторів a  і b  називається число, що дорівнює добутку довжин цих векторів на 
косинус кута між ними. 
Якщо хоча б один із двох даних векторів нульовий, то їх скалярний добуток 
за означенням вважається рівним нулю. 
Позначається ba  або ba , або ),( ba . Таким чином, за означенням, 
cosbaba ,                                             (6.1) 
де ),( ba . 
Так як bпрb acos  є проекцією вектора b  на вектор a , а aпрa bcos  




,                                        (6.2) 
тобто скалярний добуток рівний добутку довжини одного з них на проекцію ін-
шого на перший вектор. 
Властивості скалярного добутку. 
1. abba . 
Справедливість цієї властивості випливає з означення. 
2. )()( baba . 
Д о в е д е н н я . )()( baaпрbaпрbba
bb
. 
3. cabacba )( . 
Д о в е д е н н я . 
cabacпрabпрacпрbпрacbпрacba aaaaa )()()( . 
4. Скалярний квадрат вектора рівний квадрату його довжини: 
22 aaaa . 
Д о в е д е н н я . 
2
10cos aaaaaaa o . 
Зокрема, 2i 2j 1
2k . 
Якщо добути корінь із скалярного квадрата вектора, то отримаємо не почат-
ковий вектор, а його модуль a , тобто aa 2 . 
5. Якщо ненульові вектори a  і b  ортогональні, то їх скалярний добуток рів-
ний нулю і навпаки, якщо скалярний добуток двох ненульових векторів рівний 
нулю, то ці вектори ортогональні.  
Д о в е д е н н я . Так як 2/),( ba , то 02/coscos , а отже і 
0ba . 
Якщо 0ba  і 0a , 0b , то 0cos  і 2/ . 
Зокрема, ji kj 0ik . 
Приклад 6.1. Знайти ba , якщо nma 23 , nmb , 4m , 6n , 
4/),( nm . 
Розв’язок. 2222 232233)()23( nnmmnmnnmmnmnmba  
72212483622/264163624/cos6443 22  
21224 .  
Приклад 6.2. Знайти довжину вектора bac 4 , якщо 3a , 7b , 
3/),( ba . 
Розв’язок. 
2222 4216)4()4()4( bbaabababacc  
.1094984144492/173891673/cos738316 22   
Скалярний добуток в координатній формі. Нехай в декартовій прямокут-
ній системі координат задані вектори ),,( 321a , ),,( 321b  або, що те ж са-
ме, kjia 321 , kjib 321 . 
Знайдемо скалярний добуток цих векторів, перемноживши їх як многочлени 
згідно властивостям 1 – 3: 
)()()()()( 312111321321 kijiiikjikjiba  
)()()( 322212 kjjjij )()()( 332313 kkjkik . 
Згідно властивостям 4, 5, отримаємо: 
ba
11 22 33 .                                      (6.3) 
Таким чином, скалярний добуток векторів рівний сумі добутків їх одной-
менних координат. 














1a .                                           (6.5) 
Приклад 6.3. Знайти довжину вектора kjia 326 . 
Розв’язок. .74994363)2(6 222a   
Нехай в декартовій прямокутній системі координат задані точки 
),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM . 






122121 )()()( zzyyxxMMMM .                  (6.6) 
Так як cosbaba , то кут між ненульовими векторами a  і b  ви-

















332211cos .                               (6.7) 
З останньої формули випливає умова перпендикулярності ненульових ве-
кторів a  і b : 
0332211ba .                                     (6.8) 
Нехай кути, які утворює вектор ),,( 321a  з осями координат Ox , Oy , 
Oz , відповідно рівні ,, . Тоді проекції вектора a  на осі координат рівні 
cos1 a ,  cos2 a ,  cos3 a .                          (6.9) 
Звідси 
a
1cos ,  
a
2cos ,  
a
3cos .                                 (6.10) 
Числа cos , cos , cos  називаються напрямними косинусами вектора a . 
Підставивши вирази (6.9) в рівність (6.4), отримаємо 
2222222 coscoscos aaaa . 
Скоротивши на 0
2
a , отримаємо співвідношення 
1coscoscos 222 . 
Приклад 6.4. Довести, що діагоналі чотирикутника, заданого координатами вер-
шин )4,4,4(A , )2,2,3(B , )1,5,2(C , )2,2,3(D , взаємно перпендикулярні. 
Розв’язок. Складемо вектори AC  і BD , що лежать на діагоналях даного чотири-
кутника: 
)3,9,6()41),4(5),4(2(AC ;  )0,4,6()22,22),3(3(BD . 
Знайдемо скалярний добуток цих векторів: 
0036360)3()4(966BDAC . 
Згідно властивості 5, вектори AC  і BD  перпендикулярні, що й треба було 
довести.  
Приклад 6.5. Дано трикутник з вершинами в точках )3,1,1(A , )4,3,3(B , 
)1,1,2(C . Знайти проекцію сторони AB  на сторону AC . 
Розв’язок. Складемо вектори AB  і AC , що лежать на сторонах даного трикутни-
ка: 
)7,2,4()34,13),1(3(AB ;  )4,0,3()31,11),1(2(AC . 













Приклад 6.6. Знайти кут між векторами AB  і AC , якщо )7,2,4(AB , 
)4,0,3(AC . 

















arccos .  
Приклад 6.7. Знайти напрямні косинуси вектора AB , якщо )5,4,3(A , 
)3,8,1(B . 
Розв’язок. Знайдемо координати і довжину вектора AB : 
)2,4,4())5(3,48,31(AB , 
6364161624)4( 222AB . 















cos .  
 
6.2. Векторний добуток векторів 
Означення векторного добутку. Векторним добутком двох неколінеар-
них векторів a  і b  називається вектор c , такий, що: 
1) ac  і bc , тобто c  перпендикулярний векторам a  і b ; 
2) направлений так, що вектори a , b , c  утворюють праву трійку; 
3) має довжину, що дорівнює добутку довжин цих векторів на синус кута 
між ними, тобто sinbac , де ),( ba . 
Якщо вектори a  і b  колінеарні, то їх векторний добуток за означенням 
вважається рівним нульовому вектору. 
Векторний добуток позначається ],[ ba . 
Геометричний зміст векторного добутку. Модуль векторного добутку 
],[ ba  дорівнює площі паралелограма, побудованого на цих векторах (рис. 6.1 ). 
 
Властивості векторного добутку. 
1. ],[ ba ],[ ab . 
Справедливість цієї властивості випливає з означення. 
2. ],[ ba ],[ ba . 
Д о в е д е н н я . Нехай 0 . Вектор ],[ ba  перпендикулярний векторам a  і 
b  (вектори a  і a  лежать в одній площині). Вектор ],[ ba  також перпендикуля-
рний векторам a  і b . Отже, вектори ],[ ba  і ],[ ba  колінеарні. Очевидно, що їх 






],[ ba sinba sinba  і ],[ ba ],[ ba sinba . 
Тому ],[ ba ],[ ba . Аналогічно доведення при 0 . 
3. ],[],[],[ cabacba . 
Приймемо без доведення. 
4. Два ненульові вектори a  і b  колінеарні тоді і тільки тоді, коли їх вектор-
ний добуток рівний нульовому вектору, тобто ba 0],[ ba . 
Д о в е д е н н я . Якщо ba , то вектор 0],[ ba  за означенням. 
Якщо 0],[ ba , то 0sinba . Тоді 0  або , тобто ba . 
Приклад 6.8. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах a  і b , як-
що nma 23 , nmb , 4m , 6n , 4/),( nm . 
Розв’язок. Використовуючи властивості векторного добутку, отримаємо 
],[2],[2],[3],[3],23[],[ nnmnnmmmnmnmba  
],[502],[2],[303 nmnmnm . 
Тоді за означенням 
],[ ba ],[5 nm 2602/26454/sin645],[5 nm .  
Векторний добуток в координатній формі. Нехай в декартовій прямокут-
ній системі координат задані вектори ),,( 321a , ),,( 321b  або, що те ж са-
ме, kjia 321 , kjib 321 . 
Знайдемо векторний добуток цих векторів, перемноживши їх згідно власти-
востям 1–3: 
],[],[],[],[],[ 312111321321 kijiiikjikjiba  
],[],[],[ 322212 kjjjij ],[],[],[ 332313 kkjkik .    (6.11) 
Векторні добутки ],[ ii , ],[ jj , ],[ kk , що входять в цю рівність, рівні нульо-
вому вектору згідно властивості 4. 
Векторний добуток ],[ ji  є вектором, модуль якого рівний 
11112/sinji  і колінеарний та однаково направлений з вектором k , а 
отже kji ],[ . Аналогічно ikj ],[ , jik ],[  (рис. 6.2). Згідно властивості 1 
kij ],[

, ijk ],[ , jki ],[ . 
Підставивши знайдені добутки в (6.11), отримаємо  
ijikjkba 231332123121],[  
)()()( 122113312332 kji . 




ba .                                             (6.12) 
Приклад 6.9. Знайти ],[ ba , якщо kjia 562 , kjib 3 . 











562],[ .  
Приклад 6.10. Знайти площу трикутника ABC , якщо )5,1,1(A , )4,3,2(B , 
)2,6,0(C . 
О 




Розв’язок. Очевидно (рис. 6.2), що ],[2/1 ACABS ABC . Так як )9,2,3(AB , 






6602)23(12)77(],[ 222ACAB . 
Отже, 2/6602ABCS .  
 
6.3. Мішаний добуток векторів 
Означення мішаного добутку. Мішаним добутком трьох векторів a , b , 
c  називається число, отримане наступним чином: векторний добуток ],[ ba  мно-
жимо скалярно на вектор c . 
Мішаний добуток позначається ),,( cba . 
Отже, 
)],,([),,( cbacba . 
Геометричний зміст мішаного добутку. Побудуємо паралелепіпед, ребра-
ми якого є вектори a , b , c  (рис 6.3). 
Маємо: 
cdcdcba dпр)],,([ ,   Sbad ],[ , 
де S  – площа паралелограма, побудованого на векторах a , b ; 
 А 
 Рис. 6.2 
В 
 С 
Hcdпр  для правої трійки векторів a , b , c  і Hcdпр  для лівої трійки, де H  
– висота паралелепіпеда. 
Отримуємо 
)()],,([),,( HScbacba , 
тобто 
Vcba ),,( , 
де V  – об’єм паралелепіпеда, утвореного векторами a , b , c . 
Таким чином, модуль мішаного добутку трьох некомпланарних векторів чи-
сельно рівний об’єму паралелепіпеда, ребрами якого є ці вектори: Vcba ),,( . 
Властивості мішаного добутку. 
1. Мішаний добуток не змінюється при циклічній перестановці його множ-
ників: )],,([)],,([)],,([ bacacbcba . 
Дійсно, в цьому випадку не змінюється ні об’єм паралелепіпеда, ні орієнта-
ція векторів. 
2. )],,([ cba ]),[,( cba . 
Д о в е д е н н я . Так як за властивістю 1 )],,([)],,([ acbcba  і скалярний до-
буток )],,([ acb  не зміниться при перестановці векторів, тобто 
)],,([ acb ]),[,( cba , то )],,([ cba ]),[,( cba . 
3. ),,(),,( bcacba , ),,( cba ),,( cab , ),,( cba ),,( abc . 
Дійсно, при перестановці довільних двох векторів, враховуючи властивості 
d  
О 





1, 2, переставляються множники векторного добутку, тому знак змінюється на 
протилежний. 
4. Три ненульові вектори a , b , c  компланарні тоді і тільки тоді, коли їх мі-
шаний добуток рівний нулю. 
Д о в е д е н н я . Якщо a , b , c  компланарні, то вектор d = ],[ ba  перпендику-
лярний до площини, в якій лежать вектори a , b  і c , а отже cd , тому 0cd , 
тобто 0),,( cba . 
Якщо 0),,( cba  і вектори a , b , c  – ненульові, то або вектор 0],[ ba , а 
отже ba  і a , b , c  – компланарні, або ],[ ba = cd , а отже a , b , c  – компла-
нарні. 
Мішаний добуток в координатній формі. Нехай в декартовій прямокутній 
системі координат задані вектори ),,( 321a , ),,( 321b , ),,( 321c  або, що 
те ж саме, kjia 321 , kjib 321 , kjic 321 . 





















),,( cba . 




),,( cba .                                            (6.13) 
Приклад 6.11. Вияснити, яка орієнтація трійки векторів kjia 562 , 
kjib 3 , jic 4 . 















тому вектори a , b , c  мають ліву орієнтацію.  
Приклад 6.12. Перевірити, чи компланарні вектори kjia 45 , 
kjib 32 , kjic 259 . 





),,( cba , 
то вектори a , b , c  – компланарні.  
Приклад 6.13. Знайти об’єм піраміди ABCD , якщо )4,0,1(A , )3,7,2(B , 
)1,0,4(C , )1,8,2(D . 
Розв’язок. Знайдемо вектори AB , AC , AD : 





, де V  – об’єм паралелепіпеда, ребрами якого є век-


















 (куб. од.)  
 
Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
6.1. Що називається скалярним добутком двох векторів? 
6.2. Як виражається скалярний добуток через проекції одного вектора на 
інший? 
6.3. Які властивості скалярного добутку? 
6.4. Як виражається скалярний добуток через координати векторів в де-
картовій системі координат? 
6.5. Як виражається довжина вектора через його координати? 
6.6. Як виражається відстань між двома точками через їх координати? 
6.7. Чому рівний кут між двома ненульовими векторами? 
6.8. Яка умова ортогональності двох векторів? 
6.9. Що називається напрямними косинусами вектора? 
6.10. Що називається векторним добутком двох векторів? 
6.11. Який геометричний зміст векторного добутку? 
6.12. Які властивості векторного добутку? 
6.13. Як виражається векторний добуток через координати векторів в де-
картовій системі координат? 
6.14. Що називається мішаним добутком трьох векторів? 
6.15. Який геометричний зміст мішаного добутку? 
6.16. Які властивості мішаного добутку? 
6.17. Як виражається мішаний добуток через координати векторів в дека-
ртовій системі координат? 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  
6.1. Знайти ba , якщо nma 2 , nmb 3 , 4m , 2n , 
3/),( nm . 
6.2. Дано трикутник з вершинами в точках )5,3,1(A , )1,1,2(B , 
)1,2,0(C . Знайти проекцію сторони AC  на сторону AB . 
6.3. Знайти кут між векторами AB  і AC , якщо )5,3,1(A , )1,1,2(B , 
)1,2,0(C . 
6.4. Знайти 2)4( ba , якщо 6a , 2b , 4/),( ba . 
6.5. Знайти напрямні косинуси вектора )4,3,12(a . 
6.6. Знайти ],[ ba , якщо nma 2 , nmb , 2m , 8n , 
6/),( nm . 
6.7. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах )1,3,2(a  і 
)1.1,1(b . 
6.8. Знайти мішаний добуток векторів kjia 3 , kjib 2 , 
kic . Вияснити, яка орієнтація трійки векторів a , b , c . 
6.9. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 
kjia 863 , kiib 4 , kiic 25 . 
6.10. Перевірити, чи лежать точки A , B , C , D  в одній площині: 
а) )1,2,0(A , )1,1,3(B , )0,1,2(C , )2,1,4(D ; 
б) )4,5,5(A , )4,8,3(B , )10,5,3(C , )2,8,5(D . 
 
Розділ ІIІ. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ 
Лекції 7–8 
§7. ЛІНІЇ НА ПЛОЩИНІ, ПОВЕРХНІ І ЛІНІЇ В ПРОСТОРІ 
7.1. Рівняння лінії на площині 
Лінія на площині часто задається як множина точок, що має деякі геометри-
чні властивості, які характерні тільки для цієї множини. 
Введення на площині системи координат дозволяє визначити положення лі-
нії на площині за допомогою рівняння, що пов’язує координати точок лінії. 
Рівнянням лінії на площині Oxy  називається таке рівняння 0),( yxF  з 
двома змінними, якому задовольняють координати довільної точки лінії і не задо-
вольняють координати точок, що не лежать на ній. 
Координати x  і y  довільної точки, що входять в рівняння лінії, називають-
ся поточними координатами. 
Приклад 7.1. Скласти рівняння кола радіуса r  з центром в початку координат. 
Розв’язок. Як відомо, коло – це множина точок площини, рівновіддалених 
від даної точки, яку називають центром. Візьмемо на колі довільну точку ),( yxM . 
Відстань від цієї точки до центра кола )0,0(O  рівна r , тобто 
ryxOM 22 )0()0(  або 222 ryx . Отриманому рівнянню задовольня-
ють координати довільної точки кола і не задовольняють координати точок, що не 
лежать на колі, так як для точок, що лежать всередині кола, rOM , а для точок, 
що лежать зовні кола, rOM .  
Приклад 7.2. Перевірити, чи лежать точки )3,3(A , )2,5(B  на лінії 032 yx . 
Розв’язок. Підставимо в рівняння координати точки A , отримаємо 
033)3(2 . 
Підставимо в рівняння координати точки B , отримаємо 0153252 . 
Отже, точка A  лежить на даній лінії, а точка B  не лежить на цій лінії.  
Методи аналітичної геометрії дозволяють вивчення властивостей лінії звес-
ти до вивчення властивостей їх рівнянь. Часто замість «дано рівняння лінії 
0),( yxF » говорять «дана лінія 0),( yxF ». 
Відмітимо, що множина точок площини, координати яких задовольняють 
рівнянню 0),( yxF , може не утворювати лінію. Так, наприклад, рівнянню 
0422 yx  не задовольняють дійсні координати жодної точки; рівнянню 
022 yx  задовольняють координати тільки однієї точки – )0,0( ; множина то-
чок, що задовольняє рівнянню 022 yx , є двома прямими 0yx  і 0yx . 
Множину точок площини, координати яких задовольняють рівнянню 
0),( yxF , називатимемо фігурою. 
Будь-яка лінія є фігурою, але не кожна фігура відповідає нашій уяві про лі-
нію. 
 
7.2. Рівняння поверхні та лінії в просторі 
Рівнянням поверхні в заданій системі координат Oxyz  називається таке рі-
вняння 0),,( zyxF  з трьома змінними, якому задовольняють координати довіль-
ної точки поверхні і не задовольняють координати точок, що не лежать на ній. 
Координати x , y  і z  довільної точки, що входять в рівняння поверхні, на-
зиваються поточними координатами. 
Приклад 7.3. Скласти рівняння сфери радіуса r  з центром в початку координат. 
Розв’язок. Як відомо, сфера – це множина точок простору, рівновіддалених від 
даної точки, яку називають центром. Візьмемо на сфері довільну точку ),,( zyxM . 
Відстань від цієї точки до центра кола )0,0,0(O  рівна r , тобто 
rzyxOM 222 )0()0()0(  або 2222 rzyx . Отриманому рівнян-
ню задовольняють координати довільної точки сфери і не задовольняють коорди-
нати точок, що не лежать на ній, так як для точок, що лежать всередині сфери, 
rOM , а для точок, що лежать зовні – rOM .  
Приклад 7.4. Скласти рівняння координатної площини Oxy . 
Розв’язок. Рівнянню 0z  задовольняють координати довільної точки площини 
Oxy  і не задовольняють координати точок, що не лежать на ній.  
Лінія в просторі задається як лінія перетину двох поверхонь. 
Нехай дано рівняння поверхонь 0),,(1 zyxF , 0),,(2 zyxF , які перетина-









якій задовольняють координати довільної точки лінії L  і не задовольняють коор-
динати точок, що не лежать на ній, називають рівняннями лінії в просторі. 
Приклад 7.5. В системі координат Oxyz  скласти рівняння кола, що лежить в 
площині Oxy , радіуса r  з центром в початку координат. 
Розв’язок. Дане коло можна розглядати як лінію перетину площини Oxy  і сфери 







Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
7.1. Що називається рівнянням лінії на площині? 
7.2. Що називається рівнянням поверхні? 
7.3. Що називається рівняннями лінії в просторі? 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  
7.1. Скласти рівняння множини точок площини, рівновіддалених від точок 
4,2A  і 6,4B .  
7.2. Вияснити, які з точок 2,0A , 4,3B , 1,2C  лежать на колі 
2522 yx . 
7.3. Лінії задані рівняннями: а) 422 yx ; б) 0622 xyyx ;  
в) 0222 yxyx ; г) 0623 yx . 
Вияснити, які з них проходять через початок координат. 
7.4. Скласти рівняння сфери радіуса 2r  з центром в точці 0,2,1C . 
7.5. Скласти рівняння сфери з центром в точці 1,2,3C , що проходить че-
рез точку 3,1,2A . 
 
§8. ПЛОЩИНА, ПРЯМА В ПРОСТОРІ І НА ПЛОЩИНІ 
8.1. Загальне рівняння площини 
Положення площини  в декартовій системі координат Oxyz  повністю ви-
 О 







 M  
 0M  
значається деякою точкою ),,( 0000 zyxM  цієї площини і ненульовим вектором 
),,( CBAn , перпендикулярним до цієї площини (рис. 8.1). 
Ненульовий вектор, перпендикулярний до площини, називають нормаль-
ним вектором цієї площини. 
Для довільної точки ),,( zyxM  площини  і тільки для точок даної площи-
ни вектор nMM 0 , тому їх скалярний добуток рівний нулю: 00MMn . Запи-
савши умову перпендикулярності цих векторів в координатній формі, отримаємо 
рівняння площини, що проходить через задану точку перпендикулярно до за-
даного вектора: 
0)()()( 000 zzCyyBxxA .                             (8.1) 
Це рівняння є рівнянням першої степені відносно поточних координат x , y , 
z . 
Так як вектор ),,( CBAn  – ненульовий, то 0222 CBA . 
Надаючи коефіцієнтам А, В, С рівняння (8.1) довільних значень, отримаємо 
рівняння відповідних площин, що проходять через задану точку ),,( 0000 zyxM . 
Сукупність площин, , що проходять через задану точку, називають в’язкою 
площин, а рівняння (8.1) – рівнянням в’язки площин. 
Перетворимо рівняння (8.1): 
0)( 000 CzByAxCzByAx . 
Ввівши позначення DCzByAx 000 , отримаємо 
0DCzByAx .                                          (8.2) 
Рівняння (8.2) називають загальним рівнянням площини. 
Частинні випадки загального рівняння площини: 
1) Якщо 0D , то рівняння набуде вигляду 0CzByAx . Цьому рів-
нянню задовольняють координати початку координат )0,0,0(O . Отже, 
площина проходить через початок координат. 
2) Якщо 0C , то матимемо рівняння 0DByAx . Вектор 
OzBAn )0,,( . Отже, площина паралельна осі Oz . 
Якщо 0B , то площина паралельна осі Oy . 
Якщо 0A , то площина паралельна осі Ox . 
3) Якщо 0DC , то площина проходить через початок координат і пара-
лельна осі Oz , тобто площина 0ByAx  проходить через вісь Oz . 
Аналогічно, рівнянням 0CzAx , 0CzBy  відповідають площини, 
що проходить відповідно через осі Oy , Ox . 




– рівняння площини, паралельної координатній площиніOxy . Аналогіч-
но, рівнянням 0DBy , 0DAx  відповідають площини, паралельні 
площинам Oxz , Oyz  відповідно. 
5) Якщо 0DBA , то рівняння (8.2) матиме вигляд 0Cz  або 0z  – 
це рівняння площиниOxy . Аналогічно, 0x  – рівняння площиниOyz , 
0y  – рівняння площиниOxz . 
Приклад 8.1. Скласти рівняння площини, що проходить через задану точку 
)0,3,2(0M  перпендикулярно до заданого вектора )6,1,5(n . 
Розв’язок. Підставимо координати точки 0M  і вектора n  в рівняння (8.1), отрима-
ємо 
0)0(6)3(1)2(5 zyx  або 0765 zyx .  
 
8.2. Загальне рівняння прямої на площині 
Положення прямої l  на площині Oxy  повністю визначається деякою точ-
кою ),( 000 yxM  цієї прямої і ненульовим вектором ),( BAn , перпендикулярним до 
цієї прямої (рис. 8.2). 
 Ненульовий вектор, перпендикулярний до прямої, називають нормальним 
вектором цієї прямої. 
Для довільної точки ),,( yxM  прямої l  і тільки для точок даної прямої век-
тор nMM 0 . Записавши умову перпендикулярності цих векторів в координатній 
формі, отримаємо рівняння прямої, що проходить через задану точку перпен-
дикулярно до заданого вектора: 
0)()( 00 yyBxxA .                                           (8.3) 
Це рівняння є рівнянням першого степеня відносно поточних координат x , 
y . 
Так як вектор ),( BAn  – ненульовий, то 022 BA . 
Ввівши позначення CByAx 00 , з рівняння (8.3) отримаємо 
0CByAx .                                                 (8.4) 
Рівняння (8.4) називають загальним рівнянням прямої на площині. 
Частинні випадки загального рівняння прямої: 
1) Якщо 0C , то рівняння набуде вигляду 0ByAx . Цьому рівнянню 
задовольняють координати початку координат )0,0(O . Отже, пряма про-
ходить через початок координат. 
2) Якщо 0A , то рівняння матиме вигляд 0CBy  або 
B
C
y  – рівнян-
ня прямої, паралельної осі Ox . 
 О 









3) Якщо 0B , то рівняння набуде вигляду 0CAx  або 
A
C
x  – рів-
няння прямої, паралельної осі Oy . 
Приклад 8.2. Скласти рівняння прямої, що проходить через задану точку 
)2,8(0M  перпендикулярно до заданого вектора )1,4(n . 
Розв’язок. Підставимо координати точки 
0M  і вектора n  в рівняння (8.3), отрима-
ємо 
0)2(1)8(4 yx   або  0344 yx .  
 
8.3. Канонічні і параметричні рівняння прямої. Рівняння прямої з куто-
вим коефіцієнтом 
Канонічні і параметричні рівняння прямої. Положення прямої l  в прос-
торі і системі координат Oxyz  повністю визначається деякою точкою 
),,( 0000 zyxM  цієї прямої і ненульовим вектором ),,( pnms , паралельним до цієї 
прямої (рис. 8.3). 
 
Ненульовий вектор, паралельний до прямої, називають напрямним векто-
ром цієї прямої. 
Для довільної точки ),,( zyxM  прямої l  і тільки для точок даної прямої век-
тор sMM0 . Записавши умову паралельності цих векторів в координатній формі, 
отримаємо канонічні рівняння прямої в просторі: 
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xx 000 .                                         (8.5) 
Так як вектор sMM0 , то з умови колінеарності векторів маємо stMM0 , 
де t  – скалярний множник, що називається параметром. Тоді рівняння (8.5) мож-


















                                                     (8.6) 
Рівняння (8.6) називаються параметричними рівняннями прямої в просто-
рі. 
Приклад 8.3. Скласти рівняння прямої, що проходить через задану точку 
)5,2,8(0M  паралельно до заданого вектора )1,3,4(s . 














xx 00 ,                                                  (8.7) 







                                                    (8.8) 
де 00 , yx  – координати точки 0M , nm,  – координати напрямного вектора s . 
Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Якщо пряма l  не паралельна 








, де  – кут, який утворює пряма l  з віссюOx  (кут  від-
раховується проти годинникової стрілки від додатного напрямку осі Ox , рис. 8.3). 
Позначивши ktg , отримаємо рівняння: 
)( 00 xxkyy ,                                                (8.9) 
k  називають кутовим коефіцієнтом, а рівняння (8.9) – рівнянням прямої, що про-
ходить через задану точку з заданим кутовим коефіцієнтом. 
Рівняння (8.9) з різними значеннями k  називають також рівняннями в’язки 
прямих з центром в точці ),( 000 yxM . З цієї в’язки не можна визначити лише 
пряму, паралельну осі Oy . 
Позначивши в рівнянні (8.9) bkxy 00 , отримаємо рівняння прямої з за-
даним кутовим коефіцієнтом: 
bxky .                                                     (8.10) 
Приклад 8.4. Скласти рівняння прямої, що проходить через задану точку 
)2,8(0M  під кутом 4/3  до осі Ox . 
Розв’язок. Кутовий коефіцієнт прямої 1)4/3tg(k . Підставимо координати то-
чки 0M  і знайдений коефіцієнт k  в рівняння (8.9), отримаємо 
)8(1)2( xy  або 6xy .  
 
8.4. Загальні рівняння прямої в просторі 
Нехай задані дві непаралельні площини 01111 DzCyBxA  і 








                                             (8.11) 
визначає пряму лінію в просторі. 
Рівняння (8.11) називаються загальними рівняннями прямої в просторі. 






Скласти канонічні рівняння цієї прямої. 
Розв’язок. Щоб перейти від загальних рівнянь до канонічних (8.5), знайдемо деяку 
точку ),,( 0000 zyxM , яка лежить на прямій, і напрямний вектор ),,( pnms  прямої. 
Так як система загальних рівнянь прямої має безліч розв’язків, то щоб знай-
ти довільну трійку чисел 
000 ,, zyx , що їй задовольняють, покладемо, наприклад, 






Її розв’язком є пара чисел 10x , 40y , тому точка )0,4,1(0M  лежить на пря-
мій. 
В якості напрямного вектора можна взяти вектор ],[ 21 nns , де )5,2,1(1n , 
)4,1,3(2n , так як цей вектор перпендикулярний до нормальних векторів площин, 
а отже паралельний їх лінії перетину. 
Знайдемо вектор s  











Отже, )5,11,3(s . 














8.5. Рівняння прямої, що проходить через дві точки 
Нехай в системі координат Oxyz  задані дві точки ),,( 1111 zyxM , 
),,( 2222 zyxM . Складемо канонічні рівняння прямої, що проходить через ці точки 
(рис. 8.4). 
 В якості напрямного вектора візьмемо вектор 
21MMs ),,( 121212 zzyyxx  і запишемо рівняння прямої (8.5), що проходить, 
наприклад, через точку ),,( 1111 zyxM , отримаємо рівняння прямої, що проходить 













.                                  (8.12) 
На площині Oxy  рівняння прямої, що проходить через дві точки ),( 111 yxM , 








1 .                                       (8.13) 
Приклад 8.6. Скласти рівняння прямої, що проходить через точки )0,6,3(1M , 
)5,2,1(2M . 













Нехай пряма перетинає вісь Ox  в точці )0,(1 aM , а вісьOy  – в точці ),0(2 bM  
(рис. 8.5). В цьому випадку рівняння (8.13) набуде вигляду: 
 О 


















.                               (8.14) 
Рівняння (8.14) називається рівнянням прямої у відрізках, так як числа a  і 
b  вказують, які відрізки відтинає пряма на осях координат. 
 
8.6. Рівняння площини, що проходить через три точки 
Нехай в системі координат Oxyz  задані три точки ),,( 1111 zyxM , 
),,( 2222 zyxM , ),,( 3333 zyxM , що не лежать на одній прямій. Складемо рівняння 
лощини, що проходить через ці точки. 
Для довільної точки ),,( zyxM , що належить цій площині, і тільки для точок 
цієї площини, вектори ),,( 1111 zzyyxxMM , ),,( 12121221 zzyyxxMM , 
),,( 13131331 zzyyxxMM  компланарні, а отже їх мішаний добуток рівний ну-
лю, тобто 
 О 







 0,, 31211 MMMMMM  








.                              (8.15) 
Рівняння (8.15) називається рівнянням площини, що проходить через три 
точки. 
Приклад 8.7. Скласти рівняння площини, що проходить через точки )0,6,3(1M , 
)5,2,1(2M , )71,4(3M . 






















zyx 14)6(49)3(73 , 
то рівняння площини приймає вигляд 
 О 










014)6(49)3(73 zyx   або  075144973 zyx .  
Нехай площина відсікає на осях координатOx , Oy , Oz  відповідно відрізки 
cba ,, , тобто проходить через три точки )0,0,(1 aM , )0,,0(2 bM , ),0,0(3 cM  
















.                                          (8.16) 
 
Рівняння (8.16) називається рівнянням площини у відрізках, так як числа 
cba ,, , вказують, які відрізки відсікає площина на осях координат. 
 
8.7. Кут між площинами, кут між прямими, кут між прямою і площиною 
Кут між площинами. Нехай задані дві площини 
01111 DzCyBxA  і 02222 DzCyBxA . 
Один із кутів , утворених площинами, рівний куту між їх нормальними 
векторами ),,( 1111 CBAn  і ),,( 2222 CBAn . Так як другий кут рівний , то кути 



























Під кутом між площинами розуміють менший з двогранних кутів, утворе-
них цими площинами. Для знаходження гострого кута треба взяти модуль правої 
частини. 
Умова паралельності двох площин. Якщо площини паралельні, то парале-
льні і їх нормальні вектори 














Умова перпендикулярності двох площин. Якщо площини перпендикулярні, 
то перпендикулярні і їх нормальні вектори 
21 nn , а отже 
0212121 CCBBAA . 
Кут між прямими на площині, заданими загальними рівняннями. Нехай 
задані дві прямі 0111 CyBxA  і 0222 CyBxA . 












.                                (8.18) 










Умова перпендикулярності двох прямих: 
02121 BBAA . 




























Один із кутів  між прямими рівний куту між їх напрямними векторами 
),,( 1111 pnms  і ),,( 2222 pnms . Так як другий кут рівний , то кути між прямими 
















.                       (8.19) 
Для знаходження гострого кута треба взяти модуль правої частини. 
Умова паралельності двох прямих. Якщо прямі паралельні, то паралельні і 
їх напрямні вектори 














Умова перпендикулярності двох прямих. Якщо прямі перпендикулярні, то 
перпендикулярні і їх напрямні вектори 
21 ss , а отже 
0212121 ppnnmm . 































.                                 (8.20) 










Умова перпендикулярності двох прямих: 
02121 nnmm . 
Кут між прямими з заданими кутовими коефіцієнтами. Нехай прямі 1l , 2l  
задані рівняннями 11 bxky  і 22 bxky , де 11 tgk , 22 tgk  (рис.8.9). Треба 
знайти кут  між прямими 1l , 2l . 
 
 О 




1  2  
 1l   2l  
 












Для знаходження гострого кута треба взяти модуль правої частини. 







.                                                    (8.21) 
Умова паралельності двох прямих. Якщо прямі паралельні, то 0  і 
0tg . З формули (8.21) випливає, що в цьому випадку 21 kk . Навпаки, якщо 
21 kk , то 0tg , а отже прямі паралельні. Таким чином, умовою паралельності 
двох прямих є рівність їх кутових коефіцієнтів: 
21 kk . 
Умова перпендикулярності двох прямих. Якщо прямі перпендикулярні, то 
2/  і tg  не існує. З формули (8.21) випливає, що в цьому випадку 
01 21kk  або 
121kk . 
Справедливе і обернене твердження.  
Приклад 8.8. Знайти кут між прямими 1l  і 2l , заданими рівняннями 





Розв’язок. Спосіб 1. Запишемо рівняння прямої 2l  в загальному вигляді: 
yx 1)2(5   0105 yx . Тоді )3,2(1n , )1,5(2n  – нормальні вектори 
прямих 1l  і 2l  відповідно. Кут між даними прямими знайдемо як кут між їх норма-
льними векторами, скориставшись формулою (8.18) (для знаходження гострого 























105xy , 52k . 










tg  і 
7
17
arctg .  
 







xx 000  (рис. 8.9). 
Кут  між прямою і площиною рівний )2/( , де  – кут між вектора-
ми ),,( CBAn  і ),,( pnms . Отже, sin)2/cos(cos . 





.                            (8.22) 
Умова паралельності прямої і площини. Для того, щоб пряма і площина бу-
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Умова перпендикулярності прямої і площини. Для того, щоб пряма і пло-










8.8. Відстань від точки до площини і від точки до прямої на площині 
 
Відстань від точки до площини. Нехай в системі координат Oxyz  задані 
площина 0DCzByAx  і точка ),,( 1111 zyxM  (рис. 8.10). 
Відстань d  від точки 1M  до цієї площини рівна модулю проекції вектора 
10
MM  на напрямок нормального вектора ),,( CBAn , де ),,( 0000 zyxM  довільна то-
















Так як точка ),,( 0000 zyxM  належить даній площині, то 0000 DCzByAx , 





d .                                       (8.23) 
Приклад 8.9. Знайти відстань від точки )5,2,1(M  до площини 0742 zyx . 
 Рис. 8.10 
0M  
 d  
 
1M  
 n  






d   
Відстань від точки до прямої на площині. Нехай в системі координат Oxy  
задана пряма 0CByAx  і точка ),( 111 yxM . 
Відстань від точки 





d .                                               (8.24) 
Вивід формули (8.24) аналогічний до виводу формули (8.23). 
 
8.9. Умова, при якій дві прямі лежать в одній площині 



























Їх напрямні вектори відповідно ),,( 1111 pnms  і ),,( 2222 pnms  (рис.8.11). 
Точка ),,( 1111 zyxM  лежить на прямій 1l , а точка ),,( 2222 zyxM  – на прямій 2l . 
Умовою, при якій дві прямі належать одній площині, є компланарність векторів 








.                             (8.25) 
При виконанні умови (8.25) прямі 1l  і 2l  перетинаються, якщо вектори 1s , 2s  
неколінеарні, і 21 ll , якщо 21 ss . 
 





 1l  
 2l  















і, якщо перетинаються, знайти їх точку перетину. 
Розв’язок. Точка )4,3,2(1M  лежить на першій прямій, а точка )5,3,3(2M  – 
на другій. Напрямні вектори даних прямих відповідно )3,2,1(1s  і )1,3,2(2s . 
Умовою, при якій прямі перетинаються, є компланарність векторів 
21MM , 1s , 2s . 









Отже, умова (8.25) виконується, тобто прямі перетинаються. 

























































































Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
8.1. Записати рівняння площини, що проходить через задану точку перпен-
дикулярно до заданого вектора. 
8.2. Записати загальне рівняння площини. 
8.3. Записати рівняння прямої на площині, що проходить через задану точку 
перпендикулярно до заданого вектора. 
8.4. Записати загальне рівняння прямої. 
8.5. Записати канонічні рівняння прямої. 
8.6. Записати параметричні рівняння прямої. 
8.7. Записати рівняння прямої, що проходить через задану точку з заданим 
кутовим коефіцієнтом. 
8.8. Записати рівняння прямої з заданим кутовим коефіцієнтом. 
8.9. Записати загальні рівняннями прямої в просторі. 
8.10. Записати рівняння прямої, що проходить через дві точки. 
8.11. Записати рівняння прямої у відрізках. 
8.12. Записати рівнянням площини, що проходить через три точки. 
8.13. Записати рівняння площини у відрізках. 
8.14. Як визначається кут між площинами? 
8.15. Які умови паралельності та перпендикулярності двох площин? 
8.16. Як визначається кут між прямими, заданими: а) загальними рівняння-
ми; б) канонічними рівняннями; в) рівняннями з заданим кутовим кое-
фіцієнтом? 
8.17. Які умови паралельності та перпендикулярності двох прямих, заданих: 
а) загальними рівняннями; б) канонічними рівняннями; в) рівняннями з 
заданим кутовим коефіцієнтом? 
8.18. Як визначається кут між прямою і площиною? 
8.19. Які умови паралельності та перпендикулярності прямої і площини? 
8.20. Чому рівна відстань від точки до площини і від точки до прямої на 
площині? 
8.21. Записати умову перетину двох прямих у просторі. 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  
Пряма на площині 
8.1 Скласти рівняння прямої, що проходить через точку )2,1(M  і: 
а) перпендикулярна до вектора )2,4(n

; б) паралельна до вектора )9,3(s

; 
в) утворює з віссю Ox  кут 4/ ;  г) точку )7,9(N . 
8.2. Вказати особливості розташування прямих на площині: 




2) 0127 y ;  4) 05x ;                 6) 03y . 
8.3. Дано вершини трикутника )11,7();5,3();1,1( CBA . Знайти: 
а) рівняння сторони AB ; б) рівняння та довжину висоти CH ; в) рівняння 
та довжину медіани AM ; г) точку N  перетину висоти CH  і медіани 
AM ; д) рівняння прямої l , що проходить через точку N  паралельно сто-
роні AB . 
Розв’язок. а) рівняння сторони AB  складемо, використовуючи рівняння (8.13) – 

















 – канонічне рівняння прямої ( )3,1(1sAB ). 
Запишемо рівняння прямої AB  в загальному вигляді: 043 yx , 
( )1,3(1nAB ). 
Запишемо рівняння прямої AB  у вигляді рівняння з кутовим коефіцієнтом: 
43xy , 3ABk . 
б) Щоб записати рівняння висоти CH , використаємо умову перпендикуля-
рності прямих AB  і CH : 1CHABkk . Отримаємо: 
3
1
CHk . Запишемо рівняння 
прямої CH , що проходить через задану точку з заданим кутовим коефіцієнтом 
(8.9): )( CCHC xxkyy , тобто )7(
3
1





Довжину висоти CH  знайдемо як відстань від точки C  до прямої AB , ви-






dCH   
в) Щоб записати рівняння медіани AM , знайдемо координати точки М як 





































Знайдемо довжину медіани AM  як відстань між двома точками: 
10390)18()12()()( 2222 AMAM yyxxAM . 
г) Знайдемо точку N  перетину висоти CH  і медіани AM . Для цього 













Отримаємо 5,2Nx ; 5,9Ny , тобто )5,9;5,2(N . 
д) Щоб записати рівняння прямої l , що проходить через точку N  парале-
льно стороні AB , використаємо умову їх паралельності – ABl kk  і рівняння (8.9) 
– )(3 NN xxkyy . Отримаємо: )5,2(35,9 xy  або 173xy .  
8.4. Знайти кут між двома прямими: 

















8.5. Знайти відстань між двома паралельними прямими 01243 yx  і 
01386 yx . 
Площина 
8.6. Вказати особливості розташування площин відносно системи координат 
Oxyz : 
1) ;052 zyx    3) ;0537 yx  
2) ;06 zy    4) 078x . 
8.7. Скласти рівняння площини, що паралельна площині Oxy  і проходить через 
точку ).4,2,1(A  
8.8. Скласти рівняння площини, що перпендикулярна до осі Ox і проходить че-
рез точку ).1,7,3(A  
8.9. Знайти рівняння площини, що паралельна осі Oz  і проходить через точки 
)1,3,2(A  і )4,2,1(B . 
8.10. Які відрізки відтинає на координатних осях площина 
030532 zyx ? Побудуйте цю площину. 
8.11. Знайти рівняння площини, що проходить через точку )1,3,2(M  парале-
льно площині .04532 zyx  
8.12. Знайти відстань між паралельними площинами 015435 zyx  і 
.0512915 zyx  
8.13. Знайти кут між двома площинами 04435 zyx  і 
.05243 zyx  
8.14. Через три точки 
Пряма в просторі. Пряма і площина 
8.15. Дано чотири точки )4,1,2(1A , )0,3,5(2A , )2,1,0(3A , )1,3,2(4A . 
Знайти: а) рівняння прямої 
21AA ; б) рівняння прямої MA4  паралельної до 
прямої 
21AA ; в) рівняння площини, що проходить через точку 4A  перпенди-
кулярно до прямої
21AA ; г) рівняння площини 321 AAA ; д) рівняння прямої 
NA4  перпендикулярної до площини 321 AAA  та координати точки N  їх пе-
ретину; е) відстань NA4  від точки 4A  до площини 321 AAA ; є) кут між пря-
мою 
41AA  і площиною 321 AAA ; ж) кут між координатною площиною Oxy  і 
площиною 
321 AAA . 
Розв’язок. а) рівняння прямої 21AA  складемо, використовуючи рівняння (8.12) – 















– канонічне рівняння прямої, )4,2,3(121 sAA . 
б) Щоб записати рівняння прямої MA4  паралельної до прямої 21AA , викори-
стаємо канонічні рівняння (8.5) прямої в просторі, що проходить через точку 4A  









в) Щоб записати рівняння площини, що проходить через точку 4A  перпен-
дикулярно до прямої 21AA , використаємо рівняння (8.1) площини, що проходить 
через задану точку 4A  перпендикулярно до заданого вектора 1n . Так як 121 sAA  і 
пряма 21AA  перпендикулярна до шуканої площини, то і вектор 1s  перпендикуляр-
ний до цієї площини, тому в якості нормального вектора 1n  візьмемо вектор 
11 sn . Отримаємо: 
0)1(4)3(2)2(3 zyx    або   016423 zyx . 
г) Щоб записати рівняння площини 321 AAA , використаємо рівняння (8.15) 


















0)4(2)1(26)2(20 zyx  або 0111310 zyx  – загальне рів-
няння площини, )1,13,10(2321 nAAA . 
д) Щоб записати рівняння прямої NA4 , перпендикулярної до площини 
321 AAA , скористаємось рівняннями (8.5). Напрямний вектор 2s  прямої NA4  пер-









Знайдемо координати точки N  перетину прямої NA4  і площини 321 AAA . 
























































































dNA  . 
є) Знайдемо кут між прямою 
41AA  і площиною 321 AAA . 
Запишемо рівняння прямої 















 – канонічне рівняння 
прямої, )3,4,4(341 sAA . 













ж) Знайдемо кут між координатною площиною Oxy  і площиною 321 AAA . 
Рівняння площини Oxy  – 0z , )1,0,0(kOxy . 












arccos .  













8.17. Знайти проекцію точки )3,4,3(M  на площину .012 zyx  




























§9. ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
9.1. Еліпс 
Еліпсом називається множина точок площини, сума відстаней від кожної з 
яких до двох даних точок цієї площини є сталою величиною, більшою від відстані 
між даними точками. Дані точки називаються фокусами. 
Позначимо фокуси через 
1F , 2F , відстань між ними c2 , а суму відстаней від 
будь-якої точки еліпса до його фокусів – через a2 . Згідно означенню еліпса, 
ca . 
Для виведення рівняння еліпса виберемо систему координат Oxy  так, щоб 
фокуси 1F , 2F  лежали на осі Ox , а початок координат співпадав з серединою від-
різка 21FF  (рис. 9.1). Тоді фокуси матимуть координати )0,(1 cF , )0,(2 cF . 
 
Нехай ),( yxM  – довільна точка еліпса. За означенням, для довільної точки 
еліпса і тільки для точок еліпса справедлива рівність: aMFMF 221 , тобто 
aycxycx 2)()( 2222  
– це і є рівняння еліпса. 
Приведемо отримане рівняння до більш простого вигляду. Для цього перене-
семо перший доданок в праву сторону і піднесемо обидві частини рівняння до 
 О 
 Рис. 9.1 
 x 
 y 
)0,(1 cF  )0,(2 cF  
),( yxM  
квадрату, отримаємо: 
2222 )(2)( ycxaycx  
222222222 2)(442 yccxxycxaayccxx  
або 
cxaycxa 222)( . 
Піднесемо обидві частини отриманого рівняння до квадрату, отримаємо: 
22242222 2)2( xccxaayccxxa  або )()( 22222222 caayaxca . 
Так як ca , то 022 ca . Ввівши позначення 222 bca , отримаємо 











                                                     (9.1) 
Можна довести, що рівняння (9.1) рівносильне початковому рівнянню. Воно 
називається канонічним рівнянням еліпса. 
Дослідження форми еліпса за його рівнянням. Координати x  і y  входять 
в рівняння (9.1) в парних степенях, тому, якщо точка ),( yx  належить еліпсу, то і 
точки ),( yx , ),( yx , ),( yx  теж йому належать. Звідси випливає, що еліпс си-
метричний відносно осей координат і відносно початку координат. 




y . З цієї рівності випливає, що 022 xa   ax0 . При 0x : 
by ; при ax : 0y . При зростанні x  від 0  до a  значення y  спадають від b  
до 0 . 
 Побудуємо еліпс в першій координатній чверті і, враховуючи симетрію, ві-
добразимо побудовану частину відносно осей координат (рис. 9.2). 
Центр симетрії )0,0(O  називають центром еліпса. Точки ),0,(1 aA  ),0,(2 aA  
),0(1 bB , ),0(2 bB  – точки перетину еліпса з осями координат називають верши-
нами еліпса. Відрізок 21AA , а також його довжина a2  називаються великою віссю 










, де ba , теж є рівнянням еліпса. Фокуси такого еліп-
са лежать на осі Oy  (рис. 9.3). 
 
Якщо ba , то рівняння (9.1) набуде вигляду 
 О 
 Рис. 9.2 
 x 
 y 













2A  1A  
222 ayx                                                      (9.2) 
 – рівняння кола радіуса а з центром в )0,0(O . 







 відстані між фокусами до довжини великої осі називають 
ексцентриситетом еліпса і позначають : 
a
c
.                                                         (9.3) 
Так як, ac0 , то 10 . Зауважимо: якщо ba , то 0 . 







Звідси видно, що чим менше , тим ближче відношення 
a
b
 до одиниці і, отже, тим 
ближче форма еліпса до форми кола. Таким чином, ексцентриситет характеризує 
ступінь стисливості еліпса. 
Приклад 9.1. Скласти канонічне рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі Ox , 
якщо: 
а) відстань між фокусами рівна 24, а велика піввісь рівна 16; 




в) відстань між фокусами рівна 24, а сума півосей рівна 18. 
Розв’язок. а) Щоб скласти рівняння еліпса, треба знайти a  і b . За умовою 16a  і 
242c  або 12c . Із співвідношення 222 cab , отримаємо 





б) Так як за умовою 82c  і 
5
4





, звідки 5a . Із 
співвідношення 222 cab , отримаємо 9162545 222b . Отже, шукане 





в) За умовою 242c  або 12c  і 18ba . Щоб знайти a  і b , використав-







































Розв’язок. Щоб скласти рівняння еліпса, треба знайти a  і b . Так як точки 1M , 2M  






























































































 9.2. Гіпербола 
Канонічне рівняння гіперболи. Гіперболою називається множина точок 
площини, модуль різниці відстаней від кожної з яких до двох даних точок цієї 
площини є сталою величиною, меншою від відстані між даними точками. Дані то-
чки називаються фокусами. 
Позначимо фокуси через 
1F , 2F , відстань між ними c2 , а модуль різниці відс-
таней від будь-якої точки гіперболи до його фокусів – через a2 . Згідно означенню 
гіперболи ca . 
Для виведення рівняння гіперболи виберемо систему координат Oxy  так, щоб 
фокуси 1F , 2F  лежали на осі Ox , а початок координат співпадав з серединою від-
різка 21FF  (рис. 9.4). Тоді фокуси матимуть координати )0,(1 cF , )0,(2 cF . 
 
Нехай ),( yxM  – довільна точка гіперболи. За означенням для довільної точки 
гіперболи і тільки для точок гіперболи справедлива рівність: 
aMFMF 221  або aMFMF 221 , 
тобто 
aycxycx 2)()( 2222  
– це і є рівняння гіперболи. Приведемо отримане рівняння до більш простого ви-
гляду, як це було зроблено для еліпса. Отримаємо: 
)()( 22222222 caayaxca . 
Так як ca , то 022 ac . Ввівши позначення 222 bac , отримаємо: 
 О 
 Рис. 9.4 
 x 
 y 
)0,(1 cF  )0,(2 cF  
),( yxM  










                                                      (9.4) 
Можна довести, що рівняння (9.4) рівносильне початковому рівнянню. Воно 
називається канонічним рівнянням гіперболи. 
Дослідження форми гіперболи за її рівнянням. Координати x  і y  входять 
в рівняння (9.4) в парних степенях, тому гіпербола симетрична відносно осей ко-
ординат і відносно початку координат. 





З цієї рівності випливає, що 022 ax   ax0 . При ax : 0y . При зрос-
танні x  значення y  теж зростають, і точка ),( yxM  кривої при цьому необмежено 
віддаляється від осей Ox  і Oy . 
Побудуємо гіперболу в першій координатній чверті і, враховуючи симет-
рію, відобразимо побудовану частину відносно осей координат (рис. 9.5). Гіпер-
бола складається з двох частин, які називаються вітками. 
 
Центр симетрії )0,0(O  називають центром гіперболи. Точки ),0,(1 aA  
)0,(2 aA  – точки перетину гіперболи з віссю Ox  називають вершинами гіперболи. З 
віссю Oy  гіпербола не перетинається. Відрізок 21AA , а також його довжина a2  
називаються дійсною віссю гіперболи, а число b2  – уявною віссю гіперболи. 
 О 















 теж є рівнянням гіперболи. Фокуси такої гіперболи 
лежать на осі Oy  (рис. 9.6). В цьому випадку точки ),,0(1 bB  ),0(2 bB  є вершинами 
гіперболи, а b2  – дійсною віссю, a2  – уявною. 
Якщо ba , то гіпербола називається рівносторонньою. 
Асимптоти гіперболи. Пряма l  називається асимптотою необмеженої 
кривої K , якщо відстань NMd  від точки M  кривої K  до цієї прямої прямує до 
нуля при необмеженому віддаленні точки M  вздовж кривої K  від початку коор-
динат (рис. 9.7). 
 




y    і   x
a
b
y .                                          (9.5) 
Так як прямі (9.5) і гіпербола (9.4) симетричні відносно осей координат, то 
 О 





K  N  
 О 







достатньо розглянути тільки ті їх точки, що лежать в першій координатній чверті. 
Візьмемо на прямій x
a
b
y  точку L  з такою ж абсцисою x , як і в точки 
),( yxM , що лежить на гіперболі 22 ax
a
b
y  (рис. 9.8) і знайдемо різницю ML 
























Чисельник отриманого дробу є постійною величиною, а знаменник збільшується 
при зростанні x . Отже, довжина відрізка MN  прямує до нуля при OM . Так 





є асимптотами гіперболи. 









, асимптоти також мають ви-
гляд (9.5). 
При побудові гіперболи доцільно спочатку побудувати прямокутник з 
центром симетрії в початку координат із сторонами a2 , b2 . Прямі, що проходять 
через протилежні вершини цього прямокутника, будуть асимптотами гіперболи. 
 Ексцентриситет гіперболи. Відношення 
a
c
 відстані між фокусами до дов-
жини дійсної осі називають ексцентриситетом гіперболи і позначають : 
a
c
.                                                   (9.6) 
Так як ca , то 1. 
Ексцентриситет характеризує форму гіперболи. Дійсно, підставивши в фор-







Звідси видно, що чим менше , тим менше відношення 
a
b
 і тим менші кути між 
асимптотами, в яких розташована гіпербола. 














Приклад 9.3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, фокуси якої лежать на осі 
Ox , якщо відстань між фокусами рівна 30, а дійсна вісь рівна 16. 
 О 








a  a   x 
Розв’язок. Щоб скласти рівняння гіперболи, треба знайти a  і b . За умовою 
302c  або 15c  і 162a  або 8a . Із співвідношення 222 acb , отримаємо 





Приклад 9.4. Скласти канонічне рівняння гіперболи, фокуси якої лежать на осі 
Oy , якщо уявна вісь рівна 10, а ексцентриситет рівний 
12
13
. Знайти її асимпто-
ти. 
Розв’язок. Так як за умовою 102a  і 
12
13






















1442b  або 12b . 












Канонічне рівняння параболи. Параболою називається множина точок 
площини, кожна з яких однаково віддалена від даної точки і даної прямої. Дану 
точку називають фокусом, а дану пряму директрисою. 
Позначимо фокус через F . Відстань від фокуса F  до директриси називається 
параметром параболи і позначається )0( pp . 
Для виведення рівняння параболи виберемо систему координат Oxy  так, щоб 
вісь Ox  проходила через фокус F  перпендикулярно директрисі в напрямку від 
директриси до фокуса. За початок координат виберемо середину між фокусом і 




x , а координати фокуса 0,
2
p
F  (рис. 9.9). 
 
Нехай ),( yxM  – довільна точка параболи. Проведемо відрізок MN  перпен-




 За означенням для довільної точки парабо-
ли і тільки для точок параболи справедлива рівність: 









– це і є рівняння параболи. Приведемо отримане рівняння до більш простого ви-
гляду. Для цього піднесемо обидві частини рівняння до квадрату і приведемо по-
дібні, отримаємо: 
pxy 22 .                                                     (9.7) 
Можна довести, що рівняння (9.7) рівносильне початковому рівнянню. Воно 
називається канонічним рівнянням параболи. 
Дослідження форми параболи за її рівнянням. Координата y  входить в 
рівняння (9.7) в парному степені, тому парабола симетрична відносно осі Ox . 
Так як 0p , то з рівняння (9.7) випливає, що 0x . А отже, парабола роз-
ташована справа від осі Oy . 
При 0x : 0y  – парабола проходить через початок координат і точка 
 Рис. 9.9 
О x  
y  








)0,0(O  називається вершиною параболи. 
При зростанні x  значення модуля y  теж зростають. 
 
Парабола pxy 22  побудована на рис. 9.10. 
Рівняння pxy 22 , pyx 22 , pyx 22  )0( p  теж є рівняннями парабо-
ли. 
Парабола має нескінченні вітки. Асимптот у параболи немає. 
Ексцентриситет параболи вважають рівним одиниці. 
Приклад 9.5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо вона симетрична від-
носно осі Ox  і проходить через точку )4,8(M . 
Розв’язок. Так як парабола симетрична відносно осі Ox , то її рівняння має вигляд 
pxy 22  )0( p . Підставимо координати точки M  в це рівняння, отримаємо: 
)8(242 p  або p1616 , звідки 1p . Отже, xy 22  – шукане рівняння.  
 
9.4. Еліпс, гіпербола, парабола з осями, паралельними осям координат 
Розглянемо еліпс з центром в точці ),( 00 yxO  з осями, паралельними осям 
координат (рис. 9.11). 
 Рис. 9.10 
О x  
y  
F  
Перейдемо від системи координат Oxy  до нової системи координат yxO  
за допомогою паралельного переносу. При цьому початок координат )0,0(O  пе-
рейде в точку ),( 00 yxO , а осі xO , yO  будуть паралельними осям Ox , Oy  і од-
наково з ними направленими. Як відомо, формули перетворення координат при 
паралельному переносі осей координат на площині мають вигляд: 
0xxx , 0yyy .                                            (9.8) 
 
Так як нові осі координат співпадають з осями еліпса, а початок координат 











.                                           (9.9) 
Підставивши в рівняння (9.9) замість yx ,  їх вирази з (9.8), отримаємо рів-














.                                  (9.10) 
Аналогічно отримаємо рівняння гіперболи з центром в точці ),( 00 yxO  з 













,                                  (9.11) 
O  
 Рис. 9.11 
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,                                     (9.12) 
якщо дійсна вісь паралельна осі Oy . 
Парабола з вершиною в точці ),( 00 yxO  задається рівнянням: 
)(2)( 0
2
0 xxpyy ,                                             (9.13) 
якщо вісь симетрії паралельна осі Ox , і 
)(2)( 0
2
0 yypxx ,                                             (9.14) 
якщо вісь симетрії паралельна осі Oy . 
Рівняння (9.10) – (9.14) є рівняннями вигляду 
022 FEyDxCyAx . 
Останнє є частинним випадком загального рівняння кривої другого порядку на 
площині 
022 FEyDxCyBxyAx . 
 
Т е о р е т и ч н і  п и т а н н я  
9.1. Що називається еліпсом? 
9.2. Записати канонічне рівняння еліпса. 
9.3. Що називається ексцентриситетом еліпса? 
9.4. Що називається гіперболою? 
9.5. Записати канонічне рівняння гіперболи. 
9.6. Що називається асимптотою кривої? 
9.7. Записати рівняння асимптот гіперболи. 
9.8. Що називається ексцентриситетом гіперболи? 
9.9. Що називається параболою? 
9.10. Записати канонічне рівняння параболи. 
9.11. Записати рівняння еліпса з центром в точці ),( 00 yxO  з осями, парале-
льними осям координат. 
9.12. Записати рівняння гіперболи з центром в точці ),( 00 yxO  з осями, пара-
лельними осям координат. 
9.13. Записати рівняння параболи з вершиною в точці ),( 00 yxO  з осями, па-
ралельними осям координат. 
 
З а д а ч і  т а  в п р а в и  
9.1. Знайти довжини осей, координати фокусів і ексцентриситет еліпса 
14494 22 yx . 
9.2. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо: 
а) 4,6 ba ; б) 162,102 ac ; в) 102,4 cb ; 
г) 5,0,12a ; д) 6,0,8b ; е) 262,12 cba . 
9.3. Знайти рівняння гіперболи, що проходить через точки 
5
152
,3A  і 3,52B . 
9.4. Знайти рівняння асимптот гіперболи 632 22 yx  та кут між ними. 
9.5. Задана рівностороння гіпербола 822 yx . Знайти рівняння еліпса, фоку-
си якого співпадають з фокусами гіперболи, якщо відомо, що еліпс прохо-
дить через точку 6,4A . 
9.6. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку координат, симетрич-
ною відносно осі Ox , якщо відстань від її фокуса до вершини дорівнює 4. 
9.7. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку координат, симетрич-
ною відносно осі Ox , що проходить через точку 1,4A . 
ВІДПОВІДІ 
1.1. а) 2 3, б) 24 , в) 22 , г) 11 . 1.2. 241a , 522a , 432a .  












. 1.6. а) 
965026
1755




. 2.1. а) 31, б) 260.  

























, г) 1A  не існує.  
3.2. а) 3, б) 3, в) 1. 4.1. 3,2 21 xx . 4.2. .1,1,2 321 xxx   
5.1. 22,24,2 . 5.2. а) так, б) так, в) ні. 5.3. а) так, б) так.  

























. 6.6. 24. 6.7. 38 . 6.8. -
5. 6.9. 182. 6.10. а) ні; б) ні. 7.1. 08yx . 7.2. Точка В. 7.3. б) і в). 7.4. 
421 2
22
zyx . 7.5. 18123
222










. 8.2. а) проходить через початок ко-
ординат, б) паралельна осі Ox , в) паралельна осі Oy , г) співпадає з віссю Oy , 
д) відтинає відрізки довжиною 2 і 7 на осях Ox , Oy відповідно, е) співпадає з 
віссю Ox . 8.4. а) 
26
5
arccos , б) 2/ , в) 
7
6
arctg , г) 
7325
59
arccos . 8.5. 7,3d .  
8.6. 1) проходить через початок координат, 2) проходить через вісь Ox ,  
3) паралельна осі Oz , 4) паралельна координатній площині Oyz . 8.7. 
04z . 8.8. 03x . 8.9. 073yx . 8.10. -15, -10 і 6.  
8.11. 010532 zyx . 8.12. 
450
50
d . 8.13. 
585
19




arccos . 8.16. 4;3;1A . 8.17. 01256 zyx .  
8.18. 0231419 zyx . 9.1. ,82,122 ba  ,0;52,0;52 21 FF  
3
5






























arctg . 9.5. 1
4864
22 yx






1. Знайти матрицю EBAABC
T
32 , де E  – одинична матриця 





























































































































































































































































































































2. Обчислити визначник трьома способами: 
а) за означенням (правило трикутника); 
б) розклавши визначник за елементами рядка або стовпчика; 



























































































































































3. Розв’язати систему: а) матричним способом; б) за формулами 



































































































































































































































































































































































































4. Дослідити систему лінійних рівнянь на сумісність. У випадку суміс-





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































5. В базисі 321 ,, eee  дано вектори cba ,, . Показати, що вектори cba ,,  
утворюють базис, і знайти координати вектора d  в базисі cba ,, . 
1. )1;12;5(),3;4;5(),2;3;2(),1;2;3( dcba   
2. )0;7;7(),2;1;1(),1;3;2(),2;0;1( dcba  
3. )0;3;0(),1;0;1(),4;2;1(),2;1;3( dcba  
4. )0;3;6(),1;2;1(),0;1;2(),1;1;3( dcba  
5. )1;2;0(),1;1;2(),0;3;1(),2;2;1( dcba  
6. )1;5;7(),02;1(),1;1;0(),1;3;4( dcba  
7. )12;9;1(),2;1;1(),5;7;1(),0;3;1( dcba  
8. )8;2;12(),2;1;1(),3;2;1(),1;0;3( dcba  
9. )4;3;1(),3;1;2(),2;1;3(),1;2;3( dcba  
10. )7;4;2(),2;2;1(),1;0;1(),1;1;2( dcba  
11. )2;5;4(),1;3;1(),4;1;2(),3;2;1( dcba  
12. )5;1;4(),1;5;2(),2;3;1(),1;2;3( dcba  
13. )3;0;7(),3;3;2(),2;3;1(),1;2;1( dcba  
14. )3;2;1(),3;6;1(),1;3;1(),4;8;1( dcba  
15. )2;4;1(),4;2;2(),1;1;1(),4;2;1( dcba  
16. )0;4;1(),2;0;1(),1;7;2(),3;2;1( dcba  
17. )4;5;1(),1;3;2(),3;2;1(),2;1;3( dcba  
18. )2;2;3(),4;1;3(),3;2;1(),1;1;2( dcba  
19. )4;2;4(),3;1;1(),1;3;5(),1;2;3( dcba  
20. )8;3;2(),2;3;1(),1;1;3(),2;2;1( dcba  
21. )0;3;4(),6;1;2(),2;3;1(),3;2;1( dcba  
22. )0;1;7(),1;2;1(),3;1;2(),2;1;1( dcba  
23. )0;13;7(),1;3;3(),1;0;2(),1;5;1( dcba  
24. )5;0;7(),3;1;2(),1;2;3(),4;1;0( dcba  
25. )2;4;5(),1;1;0(),2;1;1(),4;3;2( dcba  
26. )3;4;4(),1;2;1(),2;1;2(),3;1;2( dcba  
27. )7;5;1(),1;3;1(),1;1;3(),2;2;1( dcba  
28. )2;2;7(),2;1;0(),1;1;4(),3;2;3( dcba  
29. )6;1;3(),1;3;4(),4;1;0(),3;2;7( dcba  
30. )6;1;7(),1;1;3(),2;3;1(),3;2;2( dcba  
31. )6;0;2(),2;3;1(),1;2;3(),1;1;2( dcba  
32. )3;4;3(),4;2;2(),1;1;1(),4;1;2( dcba  
33. )7;0;1(),2;1;1(),1;4;5(),2;1;1( dcba  
34. )2;4;0(),5;4;1(),2;5;4(),3;0;1( dcba  
35. )10;9;21(),1;2;4(),1;4;2(),2;3;3( dcba . 
 
6. Задано вершини піраміди 4321 AAAA . За допомогою засобів векторної 
алгебри знайти: 
1) довжину ребра 21AA ; 
2) кут між ребрами 21AA  і 41AA ; 
3) площу грані 321 AAA ; 
4) проекцію вектора 
31
AA  на вектор 
21
AA ; 
5) об’єм піраміди 4321 AAAA . 
  1. A1( 1, –1, 0) A2( 3, -2, -3) A3( -2 , 1, 4) A4( 1, 5, 8) 
  2. A1( 0, 4, -4) A2( 5, 1, -1) A3( -1, -1, 3) A4( 0, -3, 7) 
  3. A1( 7, 7, -5) A2( 3, 3, -3) A3( 5, 14, -13) A4( 3, 5, -2) 
  4. A1( 1, -2, -3) A2( 5, -2, 1) A3( 2, 1, -4) A4( 1, -2, 3) 
  5. A1( 0, 3, -4) A2( -1, -3, 4) A3( 2, -1, 3) A4( -5, 1, 1) 
  6. A1( 8, 0, 1) A2( 2, 2, 3) A3( -5, 3, 2) A4( 4, -4, 0) 
  7. A1( -6, 4, 2) A2( -3, -4, 0) A3( 0, -1, 2) A4( -3, 0, 3) 
  8. A1( -1, 5, -8) A2( 1, -2, 0) A3( -3, -4, 3) A4( -3, -6, 2) 
  9. A1( 1, 12, -15) A2( -1, 1, -5) A3( -1, 3, -4) A4( 3, 5, -7) 
10. A1( 12, -2, 10) A2( 9, 0, 8) A3(1, -4, 0) A4( 2, -6, 2) 
11. A1( 10, 0, 2) A2( 7, 2, 0) A3( -1, -2, -8) A4( 0, -4, -6) 
12. A1( -8, 3, -1) A2( 3, 5, 9) A3( -7, 1, 1) A4( 0, 7, 7) 
13. A1( 13, 1, 6) A2( 10, 3, 4) A3( 2, -1, -4) A4( 3, -3, -2) 
14. A1( 3, 1, -2) A2( 4, -2, 0) A3( 11, 5, 6) A4( 14, 3, 8) 
15. A1( 1, 0, -8) A2( 0, 2, 8) A3( -10, 6, -2) A4( 11, 4, 0) 
16. A1( 4, 0, 6) A2( 6, 9, -5) A3( 8, 2, 3) A4( 4, -2, 5) 
17. A1( 6, 1, 10) A2( -1, -5, 4) A3( 9, -1, 12) A4( -2, -3, 2) 
18. A1( -4, 5, -5) A2( 4, 5, 3) A3( 7, 7, 5) A4( -3, 3, -3) 
19. A1( -7, 1, 1) A2( 0, 7, 7) A3( -8, 3, -1) A4( 3, 5, 9) 
20. A1( 6, 1, -1) A2( 2, -3, 1) A3( 2, -1, 2) A4( 4, 8, -9) 
21. A1( -3, 4, -3) A2( -2, 2, -1) A3( 8, 6, -7) A4( 5, 8, 5) 
22. A1( -1, -5, 4) A2( 9, -1, 12) A3( 6, 1, 10) A4( -2, -3, 2) 
23. A1( 3, 5, -7) A2( -1, 1, -5) A3( -1, 3, -4) A4( 1, 12, -15) 
24. A1( -4, 2, -1) A2( 0, 6, -3) A3( -2, -13, 11) A4( -4, 4, 0) 
25. A1( -5, 1, 1) A2( 0, 3, -4) A3( -1, -3, 4) A4( 2, -1, 3) 
26. A1( 1, 4, -1) A2( 4, -1, 2) A3( 1, -8, 8) A4( 5, 3, 2) 
27. A1( 4, 2, -1) A2( 2, -1, 4) A3( -2, 3, 4) A4( -1, -1, 1) 
28. A1( 7, 7, -5) A2 ( 3, 3, -3) A3( 3, 5, -2) A4( 5, 14, -13) 
29. A1( -1, 4, -4) A2( 5, 0, -1) A3( -4, -1, 3) A4 ( 0, -3, 6) 
30. A1( 0, 7, -2) A2( -2, 9, -10) A3( -3, 4, 0) A4( -6, 2, -1) 
31. A1( 2, 6, -3) A2( 1, 3, -1) A3( -8, 4, 0) A4( -5, -2, 1) 
32. A1( 0, 5, -3) A2( -2, 1, -4) A3( -4, -7, 1) A4( 3, -1, 7) 
33. A1( 1, 7, 0) A2( -1, 5, -9) A3( 4, 4, 8) A4( -3, 2, -1) 
34. A1( 0, 2, -4) A2( 1, 10, -8) A3( -2, -2, 0) A4( 5, 7, -1) 
35. A1( -3, 0, -3) A2( -2, 4, -11) A3( 8, -4, 0) A4( -7, -2, 6) 
 7. Дано вершини трикутника CBA ,, . Знайти: 
а) рівняння сторони AB ; б) рівняння та довжину висоти CH ; 
в) рівняння та довжину медіани AM ; г) точку N  перетину висоти 
CH  і медіани AM ; д) рівняння прямої, що проходить через точку N  
паралельно стороні AB . 
1. )1;3(),4;0(),5;2( CBA .                     2. )1;5(),2;8(),4;1( CBA . 
3. )7;0(),4;2(),3;1( CBA .                   4. )1;3(),7;10(),4;2( CBA . 
5. )4;1(),4;8(),0;7( CBA .                  6. )2;3(),4;7(),2;0( CBA . 
7. )2;7(),8;3(),6;4( CBA .             8. )8;6(),4;14(),2;3( CBA . 
9. )1;3(),7;1(),3;11( CBA .               10. )5;9(),4;1(),0;1( CBA . 
11. )2;1(),7;3(),1;7( CBA .                    12. )5;3(),0;4(),6;2( CBA . 
13. )1;3(),1;8(),5;4( CBA .             14. )1;3(),5;4(),2;10( CBA . 
15. )4;5(),6;9(),4;1( CBA .               16. )6;1(),3;2(),1;6( CBA . 
17. )3;4(),10;1(),3;7( CBA .                   18. )2;8(),8;3(),4;4( CBA . 
19. )2;7(),5;5(),4;7( CBA .             20. )2;6(),3;11(),1;3( CBA . 
21. )10;4(),4;6(),2;4( CBA .                 22. )1;3(),3;7(),1;4( CBA . 
23. )9;6(),1;10(),1;4( CBA .                24. )7;5(),7;7(),3;3( CBA . 
25. )3;3(),4;3(),6;1( CBA .                     26. )2;6(),5;0(),8;3( CBA . 
27. )7;1(),2;6(),4;4( CBA .                    28. )7;5(),5;0(),1;4( CBA . 
29. )3;3(),5;4(),6;1( CBA .                     30. )10;0(),5;4(),3`;1( CBA . 
31. )7;6(),6;0(),2;2( CBA .                    32. )4;3(),5;5(),2;0( CBA . 
33. )10;6(),5;2(),2;2( CBA .                   34. )5;0(),8;2(),8;5( CBA . 
35. )10;9(),4;1(),5;7( CBA . 
 
8. Дано чотири точки ),,( 1111 zyxA , ),,( 2222 zyxA , ),,( 3333 zyxA , 
),,( 4444 zyxA . Знайти: а) рівняння прямої 21AA ; б) рівняння прямої MA4 , па-
ралельної до прямої 21AA ; в) рівняння площини, що проходить через точку 4A  
перпендикулярно до прямої 21AA ; г) рівняння площини 321 AAA ; д) рівняння 
прямої NA4  перпендикулярної до площини 321 AAA  та координати точки N  їх 
перетину; е) відстань NA4  від точки 4A  до площини 321 AAA ; є) кут між 
прямою 41AA  і площиною 321 AAA ; ж) кут між координатною площиною 
Oxyz  і площиною 321 AAA . 
1. )4,1,2(1A , )0,3,5(2A , )2,1,0(3A , )1,3,2(4A . 
2. )0,1,1(1A , )4,1,2(2A , )3,2,3(3A , )8,5,1(4A . 
3. )1,1,5(1A , )4,4,0(2A , )3,1,1(3A , )7,3,0(4A . 
4. )2,5,3(1A , )5,7,7(2A , )13,14,5(3A , )3,3,3(4A . 
5. )3,2,1(1A , )1,2,5(2A , )4,1,2(3A , )3,2,1(4A . 
6. )4,3,0(1A , )4,3,1(2A , )3,1,2(3A , )1,1,5(4A . 
7. )1,0,8(1A , )3,2,2(2A , )2,3,5(3A , )0,4,4(4A . 
8. )2,4,6(1A , )0,4,3(2A , )2,1,0(3A , )3,0,3(4A . 
9. )6,5,1(1A , )0,2,1(2A , )3,4,3(3A , )2,6,3(4A . 
10. )15,12,1(1A , )5,1,1(2A , )4,3,1(3A , )7,5,3(4A . 
11. )10,2,12(1A , )8,0,9(2A , )0,4,1(3A , )2,6,2(4A . 
12. )2,0,10(1A , )0,2,7(2A , )8,2,1(3A , )6,4,0(4A . 
13. )1,3,8(1A , )9,5,3(2A , )1,1,7(3A , )7,7,0(4A . 
14. )8,0,1(1A , )8,2,0(2A , )2,6,10(3A , )0,4,11(4A . 
15. )2,1,3(1A , )0,2,4(2A , )6,5,11(3A , )8,3,14(4A . 
16. )6,1,13(1A , )4,3,10(2A , )4,1,2(3A , )2,3,3(4A . 
17. )8,7,4(1A , )9,4,2(2A , )9,8,1(3A , )0,13,1(4A . 
18. )5,4,0(1A , )2,3,3(2A , )1,2,3(3A , )6,5,4(4A . 
19. )5,6,6(1A , )3,9,6(2A , )11,6,4(3A , )5,9,4(4A . 
20. )1,3,6(1A , )8,2,3(2A , )7,3,2(3A , )7,1,2(4A . 
21. )7,1,2(1A , )6,3,3(2A , )9,3,2(3A , )5,2,1(4A . 
22. )10,2,4(1A , )7,2,1(2A , )5,3,2(3A , )7,3,5(4A . 
23. )4,6,8(1A , )5,5,10(2A , )7,10,8(3A , )8,6,5(4A . 
24. )2,8,1(1A , )6,2,5(2A , )4,7,5(3A , )9,10,4(4A . 
25. )5,1,2(1A , )3,6,1(2A , )8,9,3(3A , )1,7,0(4A . 
26. )5,5,9(1A , )1,7,3(2A , )8,7,5(3A , )2,9,6(4A . 
27. )8,9,3(1A , )3,6,1(2A , )5,1,2(3A , )1,7,0(4A . 
28. )4,5,5(1A , )4,1,1(2A , )1,5,3(3A , )1,8,5(4A . 
29. )4,5,3(1A , )4,10,5(2A , )8,7,4(3A , )4,7,8(4A . 
30. )6,0,4(1A , )5,9,6(2A , )3,2,8(3A , )5,2,4(4A . 
31. )10,1,6(1A , )4,5,1(2A , )12,1,9(3A , )2,3,2(4A . 
32. )5,7,7(1A , )5,5,4(2A , )3,5,4(3A , )3,3,3(4A . 
33. )7,7,0(1A , )1,1,7(2A , )1,3,8(3A , )9,5,3(4A . 
34. )1,1,6(1A , )1,3,2(2A , )2,1,2(3A , )9,8,4(4A . 
35. )3,4,3(1A , )1,2,2(2A , )7,6,8(3A , )5,8,5(4A . 
 
9. Скласти канонічні рівняння: а) еліпса; б) гіперболи; в) параболи ( А, В – 
точки, що лежать на кривій, F – фокус, a –велика піввісь, b – мала піввісь, 
 - ексцентриситет, kxy  - рівняння асимптот гіперболи, D  - директ-
риса параболи, 2с – відстань між фокусами). 




,142a ; б) 62,102 ac ; в) вісь симетрії )2,4(, AOy . 
3. а) )2,3(),6,3( BA ; б) 
3
5
),0,20(F ; в) 3: xD . 
4. а) 62,82 ba ; б) 
3
4
,122a ; в) вісь симетрії )3,5(, AOx . 
5. а) 122,102 ac ; б) )4,6(,
3
6
Axy ; вісь симетрії )3,2(, AOy . 
6. а) 82),0,2( bF ; б) 162),3,10( aA ; в) 7: yD . 




),0,3(F ; б) )0,5(,
3
4
Fxy ; в) вісь симетрії )1,3(, AOy . 
9. а) 6,0,102a ; б) 13,5 cb ; в) 4: xD . 
10. а) 82,8 cba ; б) 402,242 ba ; в) 3: yD . 
11. а) )0,5(,25 Fba ; б) 62),0,53( aF ; в) вісь симетрії )2,4(, AOx . 
12. а) 102),4,6( bA ; б) 
5
53
,82b ; в) 6: xD . 
13. а) 402),12,12( aA ; б) 
3
5
,62a ; в) вісь симетрії )1,3(, AOx . 
14. а) )3,8(),4,6( BA ; б) 42,122 ba ; в) 2: yD . 












,1(),0,3( BA ; б) 102,82 ca ; в) 3: yD . 












,5b ; б) )23,9(,
3
3




,142a ; б) )2,4(,
2
2
Axy ; в) 12: xD . 
24. а) 82),0,3( aF ; б) )33,34(,
2
3
Axy ; в) 8: yD . 
25. а) 542,10 cba ; б) 6
12
7
,7c ; в) вісь симетрії )2,4(, AOx . 
26. а) 162),0,5( aF ; б) 25,1,9b ; в) вісь симетрії )4,2(, AOx . 






; в) 4: xD . 
28. а) 62),0,4( bF ; б) 3),4,9( aA ; в) вісь симетрії )1,4(, AOx . 
29. а) )22,0(),6,5( BA ; б) 2102,
4
3
cxy ; в) 8: xD . 
30. а) 1522),2,3( aA ; б) 4,1,5a ; в) 6: yD . 




),0,5(F ; б) )5,34(),5,4( BA ; в) 5,2: yD . 
33. а) 8,0,82c ; б) )0,2(,
5
3
Fxy ; в) 4: yD . 
34. а) 102,242 cb ; б) 102,
2
1
cxy ; в) вісь симетрії )7,7(, AOx . 
35. а) 6,0,62c ; б) )3,52(),
5
152
,3( BA ; в) вісь симетрії )15,5(, AOx . 
ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ З ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 






































e) інша відповідь. 







































e) інша відповідь. 

















a) BA, ;   b) CA, ;   c) FA, ;   d) CB, ;   e) інша відповідь. 

































e) інша відповідь. 


















a) CA, ;    b) CB, ;    c) BA, ;    d) DA, ;    e) інша відповідь. 


















;   b) 
63
25
;   c) 
63
25
;   d) 
63
25
;   e) інша відповідь. 








;      b) 
052
184
;      c) 
184
052





e) інша відповідь. 
9. Яка з властивостей вірна: 
a) TT
T
BAAB ;   b) T
T
ABAB ;   c) TT
T
ABAB ;   d) BAAB T
T
; 
e) інша відповідь. 





a) 5;    b) 0;    c) -5;    d) 8;    e) інша відповідь. 




a) -13;    b) 13;    c) 0;    d) 10;    e) інша відповідь. 




a) 0;   b) 1;   c) -1;   d) -10;   e) інша відповідь. 




























e) інша відповідь. 





a) 1;   b) -1;   c) 20;   d) -2;   e) інша відповідь. 











a) )3;2;1( ;   b) )3;2;1( ;   c) )3;2;1( ;   d) )3;2;1( ;   e) інша відповідь. 
16. Система лінійних рівнянь називається сумісною, якщо вона: 
a) має один розв’язок;   b) має безліч розв’язків;   c) не має жодного розв’язку;   d) 
має хоча б один розв’язок;   e) інша відповідь. 
17. Система лінійних рівнянь має безліч розв’язків, якщо: 
a) вона вироджена;   b) ранг матриці системи рівний рангу її розширеної матриці;   
c) ранг матриці системи менший від кількості невідомих системи;   d) ранг матри-
ці системи рівний кількості невідомих системи;   e) інша відповідь. 
18. Система лінійних рівнянь має один розв’язок, якщо: 
a) вона вироджена;   b) ранг матриці системи рівний рангу її розширеної матриці;   
c) ранг матриці системи менший від кількості її невідомих;   d) ранг матриці сис-
теми рівний кількості її невідомих;   e) інша відповідь. 
19. Мінор називається базисним, якщо: 
a) його порядок рівний рангу системи;   b) його порядок рівний кількості невідо-
мих системи;   c) його порядок рівний рангу матриці системи;   d) він рівний ну-
лю;   e) інша відповідь. 
20. Матриця 1A  називається оберненою до матриці A , якщо: 
a) EAA
1
;   b) EAAAA
11
;   c) 
A
A
11 ;   d) AA
1 ;   e) інша відповідь. 
 
ВІДПОВІДІ 





















ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ З АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ 
1. Вказати рівняння площини, що проходить через точку )3;2;1(M  перпендику-
лярно до вектора )2;1;4(n

: 
a) 024 zyx ;   b) 01224 zyx ;   c) 01224 zyx ;    
d) 024 zyx ;   e) інша відповідь. 
2. Знайти довжину вектора )3;8;4(a

: 
a) 67 ;   b) 89 ;   c) 89;   d) 892 ;   e) інша відповідь. 






































e) інша відповідь. 




a) 013 yx ;   b) 013yx ;   c) 013 yx ;   d) 013 yx ; 
e) інша відповідь. 
5. Знайти координати вектора AB , якщо )1;3;2(),3;1;1( BA : 
a) 2;2;1 ;   b) 2;2;1 ;   c) 2;2;1 ;   d) 2;2;1 ;   e) інша відповідь. 
6. Знайти вектор bac

2 , якщо )5;4;0(),3;2;1( ba

: 
a) 11;8;2 ;   b) 11;8;2 ;   c) 11;8;2 ;   d) 11;8;2 ; 
e) інша відповідь. 
7. Знайти скалярний добуток ba

, якщо )2;3;6(),4;2;4( ba

: 
a) 22;   b) 11;   c) -22;   d) -11;   e) інша відповідь. 





a) 0;   b) -4;   c) 4;   d) 
4
1









a) 3;   b) -3;   c) 3 ;   d) 3 ;   e) інша відповідь. 
10. При якому значенні  вектори bac

4  і bad





;   b)
5
8
;   c)
5
2
;   d) 8;   e) інша відповідь. 
11. Знайти мішаний добуток векторів )4;3;3(),2;3;2(),1;1;2( cba

: 
a) 17;   b) -7;   c) 0;   d) 7;   e) інша відповідь. 




k ;   b) 
3
2
k ;   c) 
2
3
k ;   d) 
2
3
k ;   e) інша відповідь. 






















;   e) інша відповідь. 






a) 21 ;   b) 7 ;   c) 21;   d) 7;   e) інша відповідь. 
15. Знайти координати вектора нормалі до площини 08532 zyx : 
a) 5;3;2 ;   b) 5;3;2 ;   c) 5;3;2 ;   d) 5;3;2 ; 
e) інша відповідь. 






, ;   b) da

, ;   c) ca

, ;   d) ba

, ;   e) інша відповідь. 
17. Яка з прямих паралельна до прямої 43xy ? 
a) 43xy ;   b) 4
3
1




e) інша відповідь. 
18. Яка з прямих перпендикулярна до прямої 43xy ? 
a) 43xy ;   b) 4
3
1




e) інша відповідь. 
19. Яка з прямих проходить через початок координат? 
a) 0743 yx ;   b) 0875 yx ;   c) 2x ;   d) 9y ; 
e) інша відповідь. 




;   b) 1
94
22 yx
;   c) xy 42 ;   d) 3622 yx ; 
e) інша відповідь. 
 
ВІДПОВІДІ 
1. c.  
2. b. 
3. d. 
4. a. 
5. c. 
6. d. 
7. a. 
8. c. 
9. c. 
10. b. 
11. d. 
12. a. 
13. e. 
14. a. 
15. b. 
16. с. 
17. c. 
18. b. 
19. e. 
20. с. 
 
 
